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1.2 | EXPERIMENTE UND EINFACHE MODELLE ZUM DETERMINISTISCHEN CHAOS

» Modelle zur Populationsdynamik I«

Die Irregularitat beruht auf der Eigenschaft nichtlinearer Systeme anfanglich benachbar-
te Bahnen exponentiell schnell zu separieren. Die Anfangsbedingungen lassen sich nicht
beliebig genau angeben. Fiir das Verhalten nichtlinearer Systeme ist in der Regel nur eine
Kurzzeit- und keine Langzeitvorhersage maoglich. Dies bezeichnet man nach Lorentz (1963)
als Schmetterlingseffekt.

Fragen: » Kann man z.B. aus den Differentialgleichungen vorhersagen, ob ein System
deterministisches Chaos zeigt oder nicht?

» Gibt es quantitative Male fir die Chaotizitat eines Systems bzw. einer Bewegung? -

Eine Mindmap zur Klassifikation von Systemen, die deterministisches Chaos zeigen findet
sich in Abbildung 1.

Dissipative Systeme Ein dissipatives System ist abhdngig von (mindestens) einem externen
Kontrollparameter 7. Es gibt verschiedene Wege ins Chaos, die dann universell sind fir
jeweils eine Vielzahl experimentell realisierbarer Systeme.

Klassifikation dieser Wege:
» Bifurkationen, Periodenverdopplungen
» Intermittenz (reguldre und chaotische Intermittenz)

» Seltsame Attraktoren

Konservative Systeme Chaos ist moglich in nicht integrablen Hamiltonschen Systemen.
Das KAM-Theorem erklart die Koexistenz reguldrer und chaotischer Strukturen im Phasen-
raum. Die Frage nach dem Verhalten von Quantensystemen, deren klassischer Grenzfall
Chaos zeigt fiihrt auf das Quantenchaos.

1.2 Experimente und einfache Modelle zum deterministischen Chaos

1. Das getriebene Pendel

0+2y0+ Wﬁ:m = xsin wt.

2. Das Rayleigh-Bénard-System in einer Zelle. Lorentz-Modell (3D):

x = f(x)

2014-10-16
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1.2 | EXPERIMENTE UND EINFACHE MODELLE ZUM DETERMINISTISCHEN CHAOS

3. Getriebene chemische Reaktionen: Die Belousov-Zhabotionsky-Reaktion, vereinfacht
A+B=C
Differentialgleichung fiir die Konzentrationen:

n.m = %m@?n?nmv.
¢ ¢

Diese ist nichtlinear durch Produkte der Konzentrationen, z.B. c4 - Cp.

4. Hamiltonsche Systeme: Hénon-Heiles-System
:lWAN+NV+WAN+Nv+N,\Ww
\N FEN N &HQNS&N w&w

J )

Harmonischer Oszillator ~ Nichtlinearer Kopplungsterm

In der Poincaré-Abbildung entsprechen reguldre Strukturen der Integrabilitat. Stochastische
Strukturen deuten auf Chaos hin.

Das Rayleigh-Bénard-System in einer Zelle

T
Fliissigkeitsschicht zwischen zwei Platten mit unter-
schiedlichen Temperaturen im Gravitationsfeld. Die
Fliissigkeit hat eine endliche Viskositat. Ein weiterer
Anstieg von 6T resultiert in chaotischer Bewegung (Tur-
bulenz).
T+6T
T
Q Q Konvektionsrollen.
T+0T

Eine Flussigkeit befindet sich zwischen zwei Platten im Gravitationsfeld. Der Abstand zwi-
schen den beiden Platten ist h. Die obere Platte wird auf konstanter Temperatur T gehalten,
die untere Platte wird geheizt mit T + 6 T. Die Konvektionsrollen, die bei zu starkem Heizen
auftreten sind Indikator fiir ein reguldres Verhalten.

Wir konnen das System theoretisch beschreiben. Uns interessiert im wesentlichen das Ge-
schwindigkeitsfeld der Fliissigkeit v(x,t). Die Ausgangsgleichungen sind

» Navier-Stokes-Gleichung fiir die Stromung:

dv
— =F-Vp+puv
@4t ptHu
mit der Dichte ¢ und der Viskositat p. Fir die Kraft F nehmen wir die Gravitationskraft

oge; an.

4 2014-10-23

BERECHNUNG DER MONODROMIEMATRIX | B

Berechnung der Monodromiematrix

Ausgehend von den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen in symplektischer Formulierung
konnen wir die Monodromiematrix berechnen. Die Bewegungsgleichungen lauten

u.\ = MQV\E‘
wobei y = (g, p)T der der Phasenraumvektor ist. Linearisierung der Bewegungsgleichungen
ergibt
y=Vy®d(V,H) |,y
o0H

- mm%m%

)
Yo

wobei ® das dyadische Produkt bezeichnet. Mittels Integration erhalten wir dann die lineari-
sierte Losung

0H

T
V\ES = Ho QHN@V\WU\

Yo
Beachte, dass wir fiir y,, alle linear unabhéngigen Vektoren betrachten miissen, d.h. y, nimmt
die Vektoren

0

o) \: 1
an. Somit erhalten wir yy;,; Losungen (i entspricht der Anzahl an linear unabhingigen
Vektoren). Die Monodromiematrix setzt sich dann aus den Losungen zusammen

znhv\:?_ Ylin2 --- %::;.v.
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1.2 | EXPERIMENTE UND EINFACHE MODELLE ZUM DETERMINISTISCHEN CHAOS

mit der Rayleigh-Zahl R = gah38T/kv, dem Verhiltnis der Lingen in der Zelle a und
Re = *(1 + a®)3/a’. Einsetzen und Vernachlidssigung hoherer Harmonischer liefert das
Lorenz-Modell

X=-0X+0Y o HW (Prandl-Zahl)
Y=rX-Y-XZ mit ¥ = 4
1+a?
. R
Z=XY-bZ b=—~06T
Re

wobei der Punkt hier die Ableitung nach T = w2(1 + a?)kt/h? ist. Dies sind drei gekoppelte
Differentialgleichungen erster Ordnung. Sie lassen sich auch zu einem Vektor zusammenfas-
sen x = F(x).

1. Schritt: Wir suchen nach stationdren Losungen. Mathematisch gesehen sind dies die
Fixpunkte F(x) = 0 der Gleichung. Wir finden drei Fixpunkte

+b(r-1)
x1=0, xp3=|[=xvb(r-1)

r—1

2. Schritt: Als nédchstes muss die Differentialgleichung um die Fixpunkte linearisiert werden
um Stabilitat der gefundenen stationdren Losungen zu untersuchen. Es zeigt sich:

1. x; = 0 ist ein stabiler Fixpunkt (A; < 0) fiir 0 < v < 1. Dies entspricht einer reinen
Warmeleitung.

2. Die Linearisierung der Lorenzgleichung um die Fixpunkt x; ; ist reell fiir » > 1.
-0 O 0
oF;
mv«m X=X23

c c -b

mit ¢ = £y/b(r — 1). Die Eigenwerte von A sind gegeben durch das charakteristische
Polynom x(A):

XQA) =det(A-Al) =...= - [+ (0 +b+ 1A%+ b(c +7)A+2bo(r - 1)].
Man erhalt die Eigenwerte als Nullstellen von x(A) = 0 (vgl. Abbildung 2):

¥ <1:A;2 <0,A3 > 0:instabile Fixpunkte (x;3) (aber x; = 0 ist stabil)
¥ =0:A; =0,A2 = —b,A; = —(0 + 1) : marginal stabiler Fixpunkt

1 < ¥ <1 :dreireelle Nullstellen, A; » 3 < 0 : stabile Fixpunkte (x> 3)
Konvektion (stationdres Geschwin-

digkeitsfeld)

6 20141023

ZUR HAUSDORFF-DIMENSION | A

Zur Hausdorff-Dimension

Im Unterschied zur Minkowski-Dimension (im Skript als Hausdorff-Dimension bezeichnet)
beschrénkt sich die Hausdorff-Dimension nicht auf endliche Uberdeckungen, wodurch die
beiden Gréfen im Allgemeinen nicht gleich sind. Allerdings stimmen sie in den relevanten
Fallen oft iberein, weswegen die Minkowski-Dimension oft zur numerischen Approximation
der Hausdorff-Dimension verwendet wird.

Wir folgen bei der Behandlung der Hausdorff-Dimension der Herangehensweise in [4]. Den
Ausgangspunkt fiir die Definition des Hausdorff-Dimension bildet dabei das d-Dimensionale
Hausdorff-MaR.

Definition Es sei E < R™, 6 > 0 und s > 0. Dann definieren wir

H;s(E) =inf > d(U)*,

BO) yepie)

wobei das Infimum iiber alle abzdhlbaren Uberdeckungen B(8) € P(R") von E mit d(U) <
8 fiir alle U € B(56) genommen wird. Dabei ist d(U) = sup {|x —y| : x,v € U}. Das s-
dimensionale Hausdorff-Maf$ von E ist dann definiert als

Q.hﬁmv HWMH%Q.\Q%AMV. X

Fur jedes 6 > 0 ist B = {Bs(q) : q € Q"} eine abzédhlbare Uberdeckung von R", es existiert
also insbesondere immer eine Uberdeckung B(5) wie in der Definition verwendet.

Nach Definition ist d(U) = 0 VU < R", da immer mindestens eine Uberdeckung existiert, die
den Anforderungen der Definition gentigt, ist

VEER", §>0,6>0 :Hs.(E)>0.

Beachte, dass H; ¢ (E) nicht endlich sein muss.

Zudem ist H;;(E) monoton fallend beziiglich §, da fir § > ¢ jede Uberdeckung B(5)
auch eine Uberdeckung B(6’) ist. Damit existiert der Grenzwert und das Hausdorff-MaR ist
wohldefiniert.

Bemerkung: Das Hausdorff-Mal stellt ein auferes Mal dar. Fiir eine Behandlung der MaR-
theoretischen Eigenschaften von #j, siehe [s]. -

Anhand des Hausdorff-MaRes kann nun die Hausdorff-Dimension eingefiihrt werden. Dies
wird durch den folgenden Satz gewéhrt.
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1.3 | MATHEMATISCHE MODELLE ZUM DETERMINISTISCHEN CHAOS

\,\AAX:V

T
1/2 1

» 3 Skizze der Bernoulli-Abbildung. Man erkennt die Streckung und Faltung des Einheitsintervalls.

3. Eindimensionale quadratische Abbildung (logistische Abbildung)

Xni1 =¥Xn(l=xy), x,€[0,1],0<r <4

4. Hénon-Abbildung

2
Xn+1 =1 —ax;, + yn

U\SJLH@X:_ _NiAH

5. Chivikov-Abbildung

P,y =P, —ksin®,
@:i = @: + T,\SL <€

1.3.1 Bernoulli-Verschiebung
Die Vorschrift lautet

Xns+1 = 2X, mod 1.
Dies ist eine Abbildung [0,1) — [0, 1) (siehe Abbildung 3).

Die Vorschift f(x) ist eine Verschiebung der (0, 1)-Folge in bindrer Zahlendarstellung. Dies
wird Bernoulli-Shift genannt.

xn = 0.0111000101...
Xn+1 = 0.111000101...

Die Eigenschaften dieser Abbildung sind
» X ist eine rationale Zahl = x, ist eine periodische Folge

» X ist irrational = Die Folge x, ist ergodisch, d.h. die x,, kommen jedem Wert in
[0, 1) beliebig oft beliebig nahe.

8 20141030
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3.3 Weitere Methoden

Die Nachste-Nachbar-Verteilung beschreibt die lokalen Korrelationen im Spektrum. Weitere
Funktionen beschreiben auch mehr global die Fluktuationen und lassen sich mit Aussagen
der Random-Matrix-Theorie vergleichen.

3.3.1 Number Variance

Fiir ein entfaltetes Spektrum, lasst sich der Mittelwert fiir die Anzahl der Zustdande im
Intervall [E — L/2,E + L/2] beschreiben durch

E+L/2
Q o(E') am\v =L.
E-L/2 E

Eine charakteristische GroRe fir die Fluktuationen im Spektrum ist die Varianz der Anzahl
der Zustdnde, sie wird auch Number Variance genannt.

. E+L/2 2
S2(L) = AQ o(E'")dFE’ \hv v
E-L/2 E

Sie gibt somit die Fluktuationen um L an. Fiir den Poisson-Prozess, bzw. Random-Matrix-
Theorie ergibt sich:

L , Poisson
52(1) = LmerL) +y+1-5]+0(L) .GOE
S| & mnern +y+11+0(3) ,GUE

7 T:S:C +y+1+ qﬂ +©ﬁv GSE

Dabei ist y die Euler-Konstante

S
wuzaM wLE:vuo.mdmm
n—e k

Bei der Poisson-Verteilung sind die Fluktuationen der Anzahl der Zustande am Mittelwert L
gleich /L. Fiir regulire, bzw. chaotische Systeme muss fiir eine Ubereinstimmung mit der
Number Variance die Lange L so gewahlt werden, dass L nicht zu klein ist, aber auch nicht

zu grof L < ﬂw‘o. wobei Tpp die Periode der kleinsten periodischen Bahn ist.

3.3.2 Spektrale Steifheit

Neben der Number Variance gibt es auch noch weitere (dhnliche) GroRen zur Charakteri-
sierung der Fluktuationen. Ein Beispiel ist hierbei die spektrale Steifheit (englisch spectral
rigidity). Sie ist definiert durch

1 E+Li2 _[ (E Ik
A3(L) = T ABE,MFS, Qmﬁ o(E"YdE" — (a + wm; v
E-L/2 Ep E
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1.3| MATHEMATISCHE MODELLE ZUM DETERMINISTISCHEN CHAOS

>,\AX-V

» 5 Graph der logistischen Abbildung.

Hdingt ¢ nicht von xq ab, so heifst das System ergodisch. X

1.3.2 Logistische Abbildung

Die Vorschrift lautet
Xn+1 = .\.ﬁAvav = Q\XSAH - vm:v

mit dem Kontrollparameter » unter der Einschrankung 0 < » < 4. Die nullte Iterierte der
logistischen Abbildung ist in Abbildung 5 zu sehen.

Dies ist ein mathematisches Modell fiir
» den gedampften, getriebenen Oszillator
» Populationsdynamik in einem abgeschlossenen Lebensraum.

Welche Eigenschaften hat die logistische Abbildung? Dazu diskutieren wir die Fixpunkte
fr(x0) = xo und die periodischen n-Zyklen f(x,) = xo.

1. Die Fixpunkte (also die 1-Zyklen) erhalten wir als Losungen der Gleichung

1
rxo(l —x0) =x9 = xo=0 oder xonwlﬂvo fir r>1
Der Fixpunkt ist stabil, falls |f;(xo)| = [*(1 — 2x0)| < 1, sonst ist er instabil. Da
| f)(xo = 0)| = * und damit x, = 0 handelt es sich hier um einen stabilen Fixpunkt fiir
0 < ¥ < 1 und einen instabilen Fixpunkt fur v > 1. Mit |f/(xo =1 - 1/7r)| = |2 — 7]
folgt xo = 1 — 1/7, was stabil ist fiir 1 < < 7; = 3 und instabil fir » > 3.

2. Die Fixpunkte des 2-Zyklus sind f, (f,(x0)) = X0, also

x1 =7rxo(1 —xg)

rx1(1—x1) =72x0(1 — x0) (1 — rx0(1 — x0)) = X

X2

10 2014-10-30
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Py
Poor
m Pour
&
Pask
X
» 28 Wahrscheinlichkeitsdichten 7(s) fiir die Poissonverteilung 7p, GOE-Statistik Pgor, GUE-

Statistik Pcyr und GSE-Statistik PgsE.

Beispiele

Eine Vielzahl von verschiedenen System besitzen die obig diskutierten Wahrscheinlichkeits-
dichten, bspw.:

1. Integrable Systeme: Poissonverteilung

» Rechteckbillard mit irrationalen Seitenverhéltnissen

» Kreisbillard

» Wasserstoffatom im Magnetfeld bei Energien E = Ey=2/3 < —0.5
2. Systeme mit Zeitumkehrinvarianz [H, T] = 0 und T? = 1: GOE-Statistik

» Stadion Billard

» Sinai Billard (siehe Abbildung 29)

» Wasserstoffatom im Magnetfeld bei Energien E = —0.13 < Ey~2/3 <0
3. Systeme ohne Zeitumkehrivarianz: GUE-Statistik

» Mikrowellenresonator mit magnetisierten Ferritstreifen

» Rydberg Exzitonen in starken Magnetfeldern

Mathematisches Modell: Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion

00
j M Nu%&
Primzahlenp \m=0
| ——

C\E\mv\~

Tls) = >

1
s
HS

o

n

Die Zetafunktion hat folgende Eigenschaften:
» Einfacher Pol bei s = 1 (harmonische Reihe)

» Triviale Nullstellen bei s = -2, -4, -6, ...
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1.3 | MATHEMATISCHE MODELLE ZUM DETERMINISTISCHEN CHAOS

r, Ry nRy r

» 6 Die Abstinde d, der am dichtesten bei x = 1/2 liegenden Fixpunkte fiir superstabile 2V-

Zyklen (schematisch). Von [1].

Definition Ein 2"-Superzyklus (superstabiler Zyklus) ist definiert durch
d .« ,
i) = T oy =0 = [, .

Bei der logistischen Abbildung enthélt der Superzyklus immer den Wert xo = 1/2 (f"(x) =0
gilt nur bei x = 1/2). Die Abstdnde d,, sind definiert durch

n-1 (1 1
=i (3) -2

bei Superzyklus ¥ = R,,. Die Superzyklen und Abstinde d,, sind hierbei in Abbildung 6
schematisch visualisiert.

Der erste Superzyklus tritt auf bei Ry = 2:
Sro(x) = 2x(1 - x)

Eine kleine Stérung x = 1/2 + ¢ fiihrt zu

fro(x) = (1 + 2¢) ﬁ - MV -2 -2

Das Konvergenzverhalten ldasst sich nicht mehr durch einen Liapunovexponent beschreiben,
da A — —co. Man spricht von Superkonvergenz. Weitere Superzyklen findet man bei R, =
1++/5=3.236 und R, = 3.4985. Die R, skalieren wie die 7,, der Bifurkationspunkte mit
einem etwas anderen Vorfaktor aber sie haben denselben Grenzwert v.:

Ry=7.—-¢c'6™"
Wiederholung zur Logistischen Abbildung: Die Abbildungsvorschrift lautet
Xn+1 = fr(Xn) =¥xn(l — Xn)
wobei 0 < ¥ <4und f, :[0,1] — [0,1].

Die Eigenschaften dieser Abbildung sind:

12 2014-11-06

QUANTENCHAOS | 3

Die Anderung des WahrscheinlichkeitsmaRes unter der infinitesimalen unitiren Transforma-
tion soll verschwinden

_ _ ] Q:\wwv: _ Qwﬂ%mmv I Q:H%v
AP(H) = me _H 2ImH;> A‘Qm: ‘Qmmm + (Hpy ENNV‘QHHD:HN
_ Qr\uwﬁ: . Qwﬁuumwv B ] Q—va%m
+ & _H 2ReH; A‘Q:: ‘Qmmm + (Hyy ENNV‘QMBm_N
dIn Pk, din P,
+ & T:bmz‘&gm; mwm_mﬁm‘aw@ﬁ: P(H)

=0

Aus dieser Bedingung folgt, dass alle Terme der Form ¢;{...} verschwinden miissen. Dies
fihrt auf drei Gleichungen

1 AQ:HHE: B Q:D\Nvmwv _ 1 n—:p%mm -0

Hy — H» \ dHy, dHo, 2ImHy,, dimH,,
1 AQ_E\»E: _ Q_H.-Qumwv _ 1 n:bﬁw -0

Hy — H» \ dHy, dH,, 2ImH,, dReH,, ’
1  dlnPf 1 dIn?Pi, _o

ReHy» QWQE_M B ImH;, QHE:HN B
Um dieses Gleichungssystem zu 16sen, benutzen wir den Ansatz
P(H) = nm\\::w#@iﬁ?:;vfmcam:mv _ nm\\::i
Die Konstante ¢ wird durch die Normierung bestimmt. Wir verbleiben mit der Konstanten A.
Die Diagonalisierung von
E. O
H= = UHU'
(5 £)-umo

ist moglich mittels einer unitarer Transformation

Q|n0m m \%eﬂbm
~ \e®?sing cos ¢

Somit erhalten wir:

Hy, = E.cos?9 + E_sin® 9
Hy, = E,sin? 9 + E_cos? ¢
Hy, = Hf, = (E, — E_)e'? cos $sin
0(Hy1,Hz,Re Hiz,Im Hy)
0(E.,E_,%, @)
Mittelung tiber ¢ fithrt auf

det = (E, —E_)?cos9sin$

P(E.,E_.) =c(E, — E_)? e A3 +E2)

Mit

2015-07-16 101



€T 9o-11-F10z
. u
0) 3 ="rp

UDUUOQY UIPIIM UICRLIYDSIS 18[0] 9IM UNU “p IpURIS(Y 1P SSBPOS
‘UIQOYDSIDA () = X UPRU g/T = X XM udqey ureq ‘[¢/1°'2/1-1 < [2/1°2/1-] : § 1dqom

4 A: wv u A T+u
= - X ——|a= X = X
il Gl ()
u,ﬁhﬂuwpoxwmwﬁﬂﬁﬁﬂn—{ 9Ip Joiney jrureq
4 ( C
——4 < ——X <X
! f=4 !

‘gaanp (Sunq
-9IUISIIA) UONRULIOJSURIIUDIRUIPIOOY SUID UIYNJ IIM pun YdI[pueyun I3y 1SI WLIO] IS

N N :
() -

UoaInp uaa8a8 purs apueisqy I
o S 4> *413Q UDIS 19puyaq YdIag aydsnoeyp uJd ‘¢

TC699F =9 f 6205 =%

UIURISUONWNRAUISID] UIP 1T

— Triww 3 0y _ .N N wWr _
T<umy o= u-09—"4="y4 T Aﬂv ad =P

UIPURISY USP W

u 4 u 0x
0= x4 ] = 00 2 =F
U2Inp URMUYIP puls ,udpjAzradns” (q
(T K U InJ) 4, Q0 — ®4 = "4 :SNPAZ-,,¢ SIp apjundsuonexinjig (e

U1JeYOSUISOSSUNIIIRS <

(orreuazswneq
-URS19) 11els uoneInjIqrRges auld Iaqn Ppuy Sun[ddopIsAuspoLdd aurd <«

'9SH669S°E = ©4 > A4 > () 19¢ Jne 1IN YOIRIY ydsIpordd B T

[| INILSAS FAILVAISSIQ

91-20-S102 001

1Y %37 — (H — ''{)*3 = g w]p
LW %37 + (g — )3 = T g oy p
CUH Y ‘37 + CTHWI Y3 = “HP

CH 3¢ - STHW 3¢ - = THP
[H'O-31I-=Hgplw& Hp+H=,H
18103 ytureq
(P00 0) =0 C(P3¢13%3) =3
B0
0-31-T=1]

UOTIRULIOJSURL], 3IRITUN I[RWISIITULGUIL SUID JIM UIIDRIIN( UIPUIS[0 W]
(W) g (FTH ) Y (CH) @ (" H) ''d = (H) & Sisueyqeun) aypsnsnels €
T =310 = 10N /] USUONRULIOJSURI], UIRITUN I)UN JURLIRAUT IST (H)d, T
I =3HWIP'HYP “HP ""HP (H)d [ ‘SunioruuioN ‘1t

*JRTWISITOYDI[UTIYISIYR M ISUN UR UIFUNIIPIO,] 9FTUID JIM UIGRY I9PITM
"UIPIOM 1891981S9] (H)J SOYRWSIIOUDIUISYISIYRM SOP YRS US(URZS[[eJNZ DINpP 1P

.NﬁmEH .N-|~Um .Nmm .:m
Jaloteaed o[[oal JI91A J[e(1U9 Jq “I0A
(o 8) -
H H

XINRN-(Z X 2) UIYDISITULIAY IDUID ULIO,] 9P UT 1891] J01eX
-9douo)[TWeH (] "UIYNJNZUID (D) 2]qUIaSUT 24DIIUN YIS SeP [[OAUUIS S3 IST INJITH

(SLNPUIUIAS JIRITUNIIUR) ZURLICAULIYWNIIDZ U0 dWDISAS 22"

4

NmW\wMH =(d

(F09) d[quIdSU SI[eUOFOYLIO
SIYISYNEH U INJ HUN]I9112ALUDLA IUURUISOS ITP YIIS 1qISI9 SIPUY UIIZ19T “IWWNSI]

0
[ =sp(S)ds %

o

1LIIMSFuniIemIy Wap pun

(AMOdHI XIYLVIN WOANVY) NIHZIILVINSTIVIANZ d9d d140dH] | ¢°€



1.3| MATHEMATISCHE MODELLE ZUM DETERMINISTISCHEN CHAOS

Skalierungsverhalten (Selbstihnlichkeit)

Aus den numerischen Ergebnissen haben wir bereits ein bestimmtes Saklierungsverhalten
beobachtet, welches auf die Feigenbaumkonstanten « und 6 fiihrt. Es gibt ein «, so dass

m: R |?::va N: H
- Rn+1 A|Qv .\.

x=0

= —0dps1 = dy

Reskalierung fiithrt auf

lim (—e0™ £, A%v = g1 (x).

Verallgemeinerung diese Prinzips ergibt
n n-1
X M:: Al v e\wwx TL
n i = .
= lim(-o0)" f;, , ATE:V = gi(x).

Es gilt dann

gi-1(x) = —gi A,S AWVV =Tgi(x)

mit dem Verdopplungsoperator T.

BEWEIS

lim (- (—e)" 1 fF TM‘X v

fromges z: 1+i o (—o)n-1

NSH N:H
fr

Ry TL Rp-1+i
m=n-1 om H_, om H X
lim (— o0 (—o)™ ?‘_:A‘TQE (oo™ f2" A\MTQEVV
—gi(x/-)

onfo (%) :

Fiir i — o erhalten wir

gi(x) =Tgi(x)
i—o0: g(x)=Tg(x)

g(x) =lim;_ g;(x) ist Losung der Funktionalgleichung.

gx)=Tg(x) =-ag A@ Ahvv

-

14 2014-11-06
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Da wir ein (2 x 2)-Matrixmodell betrachten, lassen sich die Eigenenergien allgemein formu-
lieren

E. = \Am: + Hyp) + \/\ (Hyy — Hy2)? + 4H?,

Fiir beliebigen Winkel ¢ kénnen wir immer eine Transformation finden, sodass fiir den
Hamiltonoperator gilt

0 E
Hy, = E, cos® 9 + E_sin® 9
Hy = E, sin® 9 + E_cos® 9
Hy, = (E, —E_)cos9%sin9

mquP OVQ

Dabei muss gelten

P(H)dH,, dH.; dH,, = P(E,,E_, %) dE, dE_ d9

mﬂm:_:wm*mﬂmv
o(E,,E_, %)
P(H)|E, — E_|

— 2
= ce AtrH _m,.,r |m,|_

P(E.,E_,9) = P(H) |det

2 2
=ce AEBAENE _F |,

Mit
1
s=E.—-E_, mcHMAm++m\v
folgt
s
E.=Ey =+ M
und somit
a(l 0(E.,E.)
E) = A(%s2+2E3) 7 o\L+,E-)
P(s,Eg) =cse det 3(s. Eo)
|

Mittelung tiber E, fithrt zu der Verteilung

P(s) = % P(s,Ey) dEy = se~ 2% ¢ _\ e 25 dE,

Die Konstanten ¢ und A werden nun noch mittels der Normierung
% P(s)ds =1
0
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1.3| MATHEMATISCHE MODELLE ZUM DETERMINISTISCHEN CHAOS

wobei Ly, ~die Linearisierung des Verdopplungsoperators ist und 6 f = 0 fg(x)/0R|,,. Die
Linearisierung von T ist

Liof =—od(f +0/)I(f +6f)(=x/e)] = fLf(=x/c)]}
—a{f'[f(=x/X)]6f + 0.f[f(=x/c)]}.

Damit folgt fiir n-faches Anwenden von T

T"fr = T" fro, +(R = Reo) Lyn-1 gy« .. Lrge Ly 6.f +OL(Sf)?].
N—o0o _ RS !

—9x) — LIS f

Entwicklung von 6 f (x) nach den Eigenfunktionen von L,:
NQQ—\ = ><e< s %,\, = Mh<e<
v
= LISf =D cAlp, 225 o ATe,
v

wobei A; der groRte Eigenwert ist. Damit und mit 6 = A; und h(x) = @;:
T" fx, (0) = g(0) + (Ry — Rs)8™c1h(0)
1

= R, — R, = I‘nl\:ovm\

Also ist die Feigenbaumkonstante 6 gegeben als groRter Eigenwert der Eigenwertgleichung

Loh(x) = §h(x) = ~« ? T Tmz h Almv th T Twé

Universalitdat beim Feigenbaumszenario

Abbildung x,.; = f(x;,) mit einem Maximum bei x, = 0 und eine negative Schwarzsche

>~U~®wﬂﬁ:\um
2
.\:: 3 A,\:i v -

r\: N rwﬁ\
Es gibt eine Selbstdhnlichkeit in der Umgebung des Maximums in jeder Stufe der Perioden-
verdopplung bei geeigneter Reskalierung:

IOC@ A.\.\ AIMVV = H,\.ﬁCﬂv ~ ,\ﬁCmv
Aus dieser Selbstahnlichkeit folgt

lim lim f, g, , (x) = g(x)

i—o00 N—00

Diese Funktion g(x) ist eine universelle Funktion (unabhéngig von f,) und Losung der
Funktionalgleichung

Tg(x) = —xg A.Q Alwvv =g(x)

16 2014-11-06
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BEWEIS Sei ¢; eine beliebige Basis. Wahle eine neue Basis

Wi =aip;i+Taip;, a;€C

Ty; = y; (W) | i) =6
Fur die Matrixelemente gilt dann

Hij={(w:|H|yj)
=(Ty; | TH| y;)"
=(Ty; |H|Ty;)"
=(wi|H|yj)"
=Hj. [

3.2 Theorie der Zufallsmatrizen (Random Matrix Theory)

Wignersche Vermutung Bei chaotischen Quantensystemen (Systeme ohne Symmetrien, bzw.
gute Quantenzahlen, aufser eventuell Zeitumkehrinvarianz) wird die Ncichste-Nachbar-Verteilung
der Niveauabstinde beschrieben durch ein Ensemble von Zufallsmatrizen, wobei die Matrix-
elemente entsprechend bestimmter Verteilungsfunktionen zufillig gewdihlt werden. X

3.2.1 Systeme mit Zeitumkehrinvarianz [H,T] =0

Um Systeme mit Zeitumkehrinvarianz zu betrachten benotigen wir das Gaufsche orthogonale
Ensemble (GOE). Im Folgenden betrachten wir den Hamiltonoperator in Form einer reell

symmetrischen (2 X 2)-Matrix
:: EHN
H-=
AEE Imwv

mit Matrixelementen H;;, welche Zufallszahlen gemal des WahrscheinlichkeitsmaRes 7 (H)
sind. Dabei haben wir einige Forderungen an dieses WahrscheinlichkeitsmaR:

1. .s.: P(H) Q:: Q:Hm Q:Nm =1

2. P(H) soll invariant unter orthogonalen Transformationen O der Form

0 - cosd -—sind
“\sin% cos$

sein.

3. Die einzelnen Wahrscheinlichkeitsdichten P;;(H;;) sollen statistisch unabhéngig sein,
d.h.
P(H) = P11 (Hi1)P12(Hi2) P22 (Hy)
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1.3 | MATHEMATISCHE MODELLE ZUM DETERMINISTISCHEN CHAOS

by =

5HO_SVHH
n=1,4%=2/3
— — —  —n=2,0,=4/9

» 7 Abbildungsvorschift der Cantormenge: Mit jeder Iteration wird aus dem Intervall das mittlere
Drittel herausgenommen.

AN R4

%:Hw NOHWWHL

» 8 Die Kochsche Schneeflocke.
Definition Die Grofie

heifit Hausdorffdimension der Menge. X

> Beispiel 1. Die Cantormenge (Abbildung 7). Die Uberdeckung in Stufe n ergibt sich aus
2™ Intervallen mit der Lange &, = (1/3)™.

H n

N n HN:. n=\35
(€n) ¢ va
— D = - lim 2N

n-o Ing,

~ lim nin?2

© n-~nlnl/3

In2

|a20.mwow

18 2014-11-13

QUANTENCHAOS | 3

Mittelung tiber alle x (mit geeigneter Gewichtsfunktion W (x))
P(s) = %Q:X:\C&m Ah - )\mv .
Substitution mit x = sy ergibt
P(s) = _.Q:@u\vs\au:m Am - f\wv

= st %asw\s\au\vm T - /\wv ,

wobei
Hmmws\ﬁuxv =W(@0)=+0
und somit
mit=n-1. ]

Somit erhalten wir also
s, orthogonal
P(s) o< 1 5% | unitdr
s* , symplektisch
fir kleine s.
Im Folgenden betrachten wir ein entfaltetes Spektrum
xi = N(E;)
und suchen die Nachste-Nachbar-Verteilung P(s) fiir Abstiande
§=Xiy1 — X
Wir fragen uns: Findet ein Ereignis bei x = x statt, wie grof ist dann die Wahrscheinlichkeit
fur
1. Ein einziges Ereignis (Level) in [x( + s,Xx0 + s + ds]
2. Kein Ereignis in [xg, X0 + 5]
Um dieser Frage nachzugehen fithren wir folgende Definitionen ein:

» g(s)ds: Wahrscheinlichkeit fiir Ereignis [x + s, x¢ + s + ds] (Homogenitat: unabhangig
von Xxo)

» P(s): Wahrscheinlichkeitsdichte
P(s) = g(s) T - r P(s') ds v
HEML P(s")ds’ (3.1)
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1.3 | MATHEMATISCHE MODELLE ZUM DETERMINISTISCHEN CHAOS

Fiir die Uberdeckung in Stufe n haben wir 2" Intervalle der Lange &,.

_ . InN(e) . nin2
b= Wm Ine, Wm nlnl/2 1
) z 1
:uwﬁﬁuEATw\:vuo.m@Svo €

n=1

Frage: Wie entstehen die stabilen p-Zyklen im chaotischen Bereich? Tangentenbifurkation.
» p-Zyklen entstehen ,aus dem Nichts*.

» Jeder p-Zyklus durchlduft nach der Entstehung ein vollstandiges Feigenbaumszenario
mit Periodenverdopplungen bei +® = 77",
riP) =y, —co™

Superzyklen bei + = R .

=
2
Il
&
|
h\
<
2

Il
|
R
>
IA
S

Logistische Abbildung bei » = 4
fi(x) =4x(1-x), fa:[0,1]-1[0,1]

zeigt ergodisches Verhalten (kein Attraktor). Man kann sich dies klarmachen, wenn man
substituiert:

1
Xn = m: —cos(2myn)] = h(yn)
Damit erhalt man

Xni1 = W: = €oS(2Yns1)] = 4xn (1 = xu) = [1 — cos(2ty,)1[1 + cos(21Tyy) ]

1 1 -
M: —cos(4myy)] = M: —€os(21yn1)]
= Yps1 = 2Yp, mod 1

Dies ist der bekannte Bernoulli-Shift. Dieser ist eine ergodische Folge in [0, 1]. Die invariante
Dichte ist konstant
e(y)=1

fiir die Bernoulli-Abbildung. Die invariante Dichte der Logistischen Abbildung berechnet sich
per Definition aus

1 N-1
e(x) = lim M chm\wv
n=0
h(x)
1
= | dy e(y) 6(x —h(y))
0 {l r|1.|LH
" Th" (yn)l

20 2014-11-13
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» 27 Anzahl der Zustinde iiber der Energie. In blau ist die mittlere Teilchenanzahl N (E) dargestellt.
Der Schnittpunkt beider Funktionen bestimmt die neuen Levels (abzulesen an der y-Achse). Die
Werte x; haben per Konstruktion im Mittel einen Abstand von 1.

Nachste-Nachbar-Verteilung

Haufigkeitsverteilung: P(s) fiir die Abstiande s; = x;,1 — X; liefert ein Histogramm, in dem
wir verschieden starke Auspragungen von Niveauabstofungen beobachten.

Nieveauabstofung als vermiedene Kreuzungen

Wir betrachten den Energieabstand zwischen zwei Niveaus, beschrieben durch eine hermite-
sche 2 x 2 Matrix H
m: :HN
H = .
AI 2 INNV

Das System kann von einem oder mehreren externen Kontrollparametern abhdngen (z.B. ma-
gnetische oder elektrische Felder, Seitenverhéltnis eines Rechteckbillard, ...). Die Eigenwerte
sind

E. = WAE: + Hyp) = VA
mit
A= M (Hy — Hz2)® + |Hiz |
Mogliche Fille:
1. Keine Wechselwirkung zwischen den Zustanden, d.h. H;, = 0.
E, =H;(Ad), E_=Hy»(A),

mit dem Kontrollparameter A. Es kann eine exakte Niveaukreuzung auftreten (bei
geeigneter Wahl eines Kontrollparameters)
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1.4 | INTERMITTENZROUTE ZUM CHAOS

Dabei ist (*) klein fiir Iterationen innerhalb des Tunnels dx.

dx
dn

= Q‘XH%QS

&£+ ux?

- :L _ax
—w E+UX% JHE

=|n~—

1

JE

=&+ ux?

dx ™

Dies ist die Zahl der Iterationsschritte einer laminaren Phase.

Laminares Signal: monoton wachsend

Xn+1

>N

Typ I Wie bereits erwdhnt tritt die Intermittenz in der Hopf-Bifurkation auf. Betrachte eine
zweidimensionale Abbildung in der Umgebung der Hopf-Bifurkation

Yo =1 +&r, +ury, p>0
w.eTL”wS.TD

3
Ynel — ¥V = EVp + Uy,

dr
dn

Y
ro €V + U

Laminares Signal: Spiralen

N
N

& + urd

dr

Xn+1
4

1
£
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Quantenchaos

3.1 Chaos in klassischen Systemen und Quantensystemen
» Klassische chaotische Systeme: Bahnen sind instabile Losungen da nichtlineare Bewe-
gungsleichungen (Liapunov Exponent A > 0) auftreten.

» Quantenmechanik: Wellenfunktionen (Zustdnde) sind Losungen der Schrédingerglei-
chung (lineare SGL)

iho @ (x,t) = Hy(x,t),

wobei der Hamiltonoperator H und die zeitliche Ableitung 9, lineare Operatoren sind.
Hier stellt sich die Frage nach dem Chaos, bzw. was man unter Quantenchaos verstehen
kann. Somit suchen wir letztlich eine Definition von Quantenchaos ohne den Riickgriff
auf das korrespondierende klassische System.

Beispiele von Spektren (Dargestellt in Abbildung 26):
» Wasserstoffatom im Magnetfeld
» Poisson: Unkorrelierte, zuféllige Ereignisse (z.B. Radioaktiver Zerfall)
» Folge von Primzahlen

» Streuprozess: n +'%6 Er, Kernanregungen (Vielteilchensystem mit starker Wechselwir-
kung)

» Sinai-Billard

» Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion

wobei p nach dem zweiten Gleichheitszeichen das Produkt liber alle Primzahlen
symbolisiert. Die nichttrivialen Nullstellen liegen auf der Achse s = 1/2 +ix mit x € R
(Riemannsche Vermutung).

» Uniformes Spektrum (z.B. 1d harmonischer Oszillator)
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1.5 | SELTSAME ATTRAKTOREN IN DISSIPATIVEN SYSTEMEN

erster Ordnung.
x=F(x), xeR"

Dissipativ heil’t, ein beliebiges Volumenelement, das durch eine Flache S im Phasenraum
{x} umschlossen wird, sich im Laufe der Zeit auf Null zusammen zieht.

Divergenztheorem

dv n [ < OF;
a L (e

ftir dissipative Systeme gilt
dv

MAO. X

»| Beispiel Ein Beispiel fur einen dissipativen Fluss ist das Lorenzmodell.
X=-0X+0Y
Y=-XZ+rX-Y
Z=XY-bZ

Man kann dies in Matrixschreibweise tiberfithren
x = F(x)

divF=—-(c+1+b)<0
— A\va — A\cm\sjrfrzw

Die Losung fur t — o kann ein stabiler Fixpunkt sein, aber fiir bestimmte Parameter (z.B.
v =28, 0 =10, b = 8/3), existieren keine stabilen Fixpunkte, die Bahnen sind chaotisch. I«

Wie vertragt sich das chaotische Verhalten mit der Forderung eines fiir ¢ — co verschwinden-
den Volumens? Die Bahn lauft gegen einen sogenannten seltsamen Attraktor.

Zum Begriff:

Attraktor: Alle Bahnen in einem beschrdnkten Gebiet des Phasenraumes werden fiir hinrei-
chend lange Zeiten zum Attraktor hingezogen.

Seltsam: Auf dem Attraktor gibt es eine sensitive Abhdngigkeit von den Anfangsbedin-
gungen, d.h. trotz Volumenkontraktion miissen die Langen nicht in alle Richtungen
abnehmen. Anfanglich infinitesimal benachbarte Punkte entfernen sich exponentiell
voneinander auf dem Attraktor.

Eigenschaften: Alle bisher gefundenen seltsamen Attraktoren in dissipativen Systemen haben
eine gebrochene Hausdorffdimension, sind also Fraktale.

Die notwendigen Bedingungen fiir das Auftreten eines seltsamen Attraktors sind:
» Streckung des Volumenelements in mindestens einer Dimension,
» Abnahme des Volumens, Schrumpfung in den anderen Dimensionen,

» Beschrankung des Gebiets (erlaubten Phasenraumbereichs), Faltungsprozess.

24 2014-11-20
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2.2.5.2 Berechnung semiklassischer Spektren mittels klassischer periodischer Bahnen

Die semiklassische Spurformel ist durch
- 1 T
dscL = d(E) + > Apo cos Am,wmo - MSVOV
PO
= d + dosc

gegeben, wobei Apg eine Amplitude ist. Das Problem, welches sich nun stellt ist, dass es
unendlich viele periodische Bahnen gibt, bzw. bereits unendlich viele Repetitionen einer
einzigen primitiven periodische Bahn. Daher gilt nun im Folgenden die Annahme, dass es

nur eine isolierte instabile primitive periodische Bahn (PPO) (und ihre Repetitionen) gibt. Fiir
ein System mit N = 2 Freiheitsgraden erhalten wir dann

hnd ei(Spro—TT0PPo/2)7

T
dosc = F%Wm >
m r=1 A det AEWMO - H—v _

wobei Mppg, die symplektische Monodromiematrix, die Eigenwerte A = e* und 1/A = e %
enthalt. Die Determinante im Nenner ist demnach

|det (Mppo — 1) | = (e — 1) (e — 1)

— acinh? [ **
\»m_gﬁmv.

Berticksichtigen wir die Wurzel, sowie pr > 0 kann der Nenner wie folgt umgeschrieben
werden

|det (Mjpo — 1) | = 2sinh A%v ~ez,

Damit erhalten wir

0 i 1 0
M m_?%o N:S%ovw - M Tm?evoww@zo\ws%ogﬂ .
r=1 4 _n—ma AEW_VO - ﬁv v r=1

Unter Verwendung der geometrischen Reihe

1
1-2z

S
S -
r=1

die absolut konvergent fiir |z| < 1 ist, nimmt der oszillierende Teil der Zustandsdichte die
Form

&Omn = EWQ _H
Th

. s 1
ei(Sppo—F 0pp0) — 3 UpPO H_

1— mxmmwou wS%on:Evo
an. Verschwindet der Nenner, so haben wir Pole in der Zustandsdichte.
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1.5 | SELTSAME ATTRAKTOREN IN DISSIPATIVEN SYSTEMEN

»1 Beispiel Ein weiteres Beispiel ist die dissipative Hénon-Abbildung.
Xni1=1—ax2 +yn
Yns1 = bxy

Die Abbildung kontrahiert die Flache, d.h. ist dissipativ fur |b| < 1. I«

1.5.1 Die Kolmogorov-Entropie

Wir kennen den Begriff der Entropie aus der statistischen Mechanik

S~ MNUH.:\HWH.

wobei P; die Wahrscheinlichkeit das System im Zustand {P;} oder genauer in der Phasen-
raumzelle i zu finden ist. Die Entropie S misst (nach Shanon) die zusatzliche Information,
welche bendtigt wird, um das System in einem bestimmten Zustand i zu lokalisieren.

> Beispiel Adiabatische Gasexpansion.

(@ V>

Die Entropie steigt an, sofern die Box nicht mehr unterteilt ist, da die Unkenntnis tiber das
System anwachst. Als die Atome auf eine Halfte des Volumens beschrankt waren, wussten
wir mehr Uiber die Position der Atome als nachher. D.h. Informationsverlust ist die Folge. I«

Wir tibertragen den Entropiebegriff auf die Dynamik eines seltsamen Attraktors. Dazu
betrachten wir eine Trajektorie auf dem Attraktor
x1(t)
x(t) = :
xa(t)
Unterteile den d-dimensionalen Phasenraum in Kistchen der GroRe £4. Diskretisiere den

Zeitablauf durch endliche Zeitschritte T mit ¢, = nt. Py, __;, ist hierbei die Wahrscheinlich-
keit, dass x(t = 0) in Kéastchen i ist, x(t = T) in Kastchen :_ ...und x(t = n1) in Kastchen

in. Die GroRe
> Pi.i,InP;, 4,
ig...in
ist dann proportional zur Information, die man braucht, um das System auf einer speziellen
Trajektorie iy ...1i, mit der Genauigkeit £ zu lokalisieren. K,,,; — K,, ist die Information, die
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unter Ausnutzung von p + v = 0po und
1
Q& dt = Tppo
PPO

erhalten wir das Endergebnis, ndmlich die Gutzwiller-Spurformel (M.Gutzwiller 1970)

_ Trro Ammo ™ v
d(E) = M. ety =T cos 5 0v0

Mit:
» Tppo: Umlaufzeit fir einen Umlauf der Bahn (primitive periodische Orbits).
» Spo: Klassische Wirkung, Spo = §pp p dx.
» Opo: Maslov-Index
» Mpo: Monodromiematrix (symplektische (2N — 2) x (2N — 2)-Matrix).

Beachte, dass wir nur isolierte periodische Bahnen betrachten, da sonst der Nenner ver-
schwindet und damit die Spurformel divergiert.

Wir wollen nun noch einmal die Monodromiematrix in Erinnerung rufen. Diese ist definiert
durch

x 1 (Tro) - M x,(0)

p.(Tro)) ~ "0 \p.(0)
und ist symplektisch. Dies bedeutet, dass sowohl A, als auch 1/A Eigenwerte der Monodro-
miematrix Mpg sind.

2
ms;&nu@+<§ a=q”+8q p=p?+sp

irlan) = o) &)
dt \6p ~ G 0] \ap

=v0 (1)

‘

Diagonalisieren von v (t = T) fiihrt auf

1/A

Die Stabilitatsmatrix, die in der Gutzwiller-Spurformel fiir isolierte periodische Bahnen
auftritt, entspricht gerade der Untermatrix, die nicht die trivialen Eigenwerte 1 enthalten.
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1.5 | SELTSAME ATTRAKTOREN IN DISSIPATIVEN SYSTEMEN

3. Stochastische (zuféllige) Bewegung: Anfanglich benachbarte Punkte sind mit gleicher
Wahrscheinlichkeit iiber alle erlaubten Kastchen verteilt.

P;, =1 fir ein iy, 0 sonst
pd

mﬁ.oi = ﬂ <1

M Py,..iyInP; iy ~1In
—
d/ v Inbd)v

|

i9-.-IN

-0
= K - »

Die K-Entropie bestimmt die mittlere Zeit T,,, fiir die man den Zustand eines Systems
vorhersagen kann. Ein Intervall £ wichst nach n Zeitschritten zu L ~ £ exp(An).Ist L > 1, so
konnen wir die Trajektorie nicht mehr lokalisieren, d.h. genaue Vorhersagen sind nur fir
Zeiten n < T, moglich. Somit konnen wir schreiben

1 1
1o = n- )

- g (7)

£ ist die Genauigkeit der Lokalisierung des Anfangszustandes. Im letzten Schritt haben
wir den Liapunov-Exponent A mit der Kolmogorov-Entropie ersetzt und so Ty, auf hohere
Dimensionen generalisiert. Wichtig ist hierbei, dass T,, von £ nur logarithmisch beeinflusst
wird.

Wie wir sehen werden, stellt die Kolmogorov-Entropie eine fundamentale GroRe dar, mit der
wir chaotisches Verhalten charakterisieren kénnen. Ein Attraktor mit positiver Kolmogorov-
Entropie kann somit als seltsamer Attraktor definiert werden.

1.5.2 Charakterisierung des Attraktors durch ein gemessenes Signal

Frage: Konnen wir aus der Messung des Zeitsignals einer chaotischen Trajektorie x(t) =

(x1(t),x2(t),...) auf Eigenschaften des Attraktors (Fraktale Dimension, K-Entropie) schlie-
Ren?
Betrachte dazu die Diskretisierung der Trajektorie x(t = 0), x(t = 1), ..., x(t = NT) auf

dem seltsamen Attraktor und die Aufteilung des Phasenraumes in Zellen mit Kantenlinge £.
Dann ist

= lim Ni

T New N
die Wahrscheinlichkeit die Trajektorie in Zelle i zu finden mit N; der Zahl der Punkte

x(t = jT) in Kdstcheni (i =1,...,M({)).
Es ist niitzlich die Begriffe der Dimension und Entropie zu verallgemeinern.
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Im Folgenden soll der Thomas-Fermi-Term etwas genauer untersucht werden. Dazu
betrachten wir den Hamiltonoperator

H(x,p) = \\+§3

und die Greensche Funktion fiir den Fall x = x’

ikr
G(x',x,E)= -+ & M AHi&

2mh? r " 2mh?

wobei im letzten Schritt eine Taylorentwicklung fir kleine » durchgefiihrt wurde. Mit

der Energie

2
mny k? + V(x)

und v = |x — x’| folgt die mittlere Zustandsdichte

- 1 , m
d(E) = \mq [Im(G(x',x,E))] = %%%Ximiﬁh\ Vi(x))

Die mittlere Anzahl an Zustanden lautet somit

E 0
N(E) % &m;&wu% d(E")O(E —E')dE’

‘ w
|N:§NT | ko - Hex k) aE

— 3 2
- N:wa Jox[ L K2 Ak O(E — H(x, hk))

3 3
m.:.w %Q %Q kO®(E — H(x,hk))

G:m —% Tww@:m Hx.p))

QZAMV

~ d(E) = =g AN:N

_\% .—%mm:m H(x,p))

5. Berechnung der Spur von Qm_mnw mittels stationdrer Phasenapproximation
+ N —iS (x,x,E) —iprr/2
trGegeL = Am:w: GrR)NE _\Q _AMAU \|Dle
J
Stationdre Phase:

(528

Am,ﬁx xmv mmCﬂ_x\_mv v
ox’ ox x=x"=x0

=—p’ =p

-p'+p=0

Hier variieren wir beide Argumente von S(x, x’, E) am Start- und Endpunkt der Trajek-
torie. Somit entspricht —p’ den Anfangs- und p den Endimpuls. Somit tragen in der
Summe > 7; nur diejenigen klassischen Trajektorien bei, die die Bedingung x = x’
und p = p’ erfiillen, also erstreckt sich die Summe tiber alle periodischen Bahnen.
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1.5 | SELTSAME ATTRAKTOREN IN DISSIPATIVEN SYSTEMEN

Dabei ist x; ein Element im Kéastchen i und
P[f1(x,)] = P(x;) = P;

ist die Wahrscheinlichkeit die Trajektorie in einem Késtchen der GroRe £ um die Trajektorie
x; = f4(xo) zu finden.

Die Textdefinition fiir P; lautet umgesetzt als Formel:

0 ,x<0

1
= = - |x; —x; it =
ZM_.,.®A [x; —x;|) mit © 1 x=0

und x; = x;(t = iT). Damit:

. 1 N 1 N q-1 _
MN HmMAmMmVQl;NIX,_.CV =Cq(0)
i Jj=1 i

Wichtig ist der Spezialfall g = 2, der als Korrelationssignal bezeichnet wird C,(£) = C(¥).
Dieses misst die Wahrscheinlichkeit dafiir zwei Punkte auf einem Attraktor in einer Zelle der
GroRe £ zu finden. Hieraus lassen sich bestimmen:

» Die Korrelationsdimension D,

untere Grenze fir die Hausdorff-Dimension. D, ist die Steigung der Kurve bei Auftra-
gung von In C(¥) iiber In¥.

Henon-Abbildung D, =1.21
Lorenz-Modell D, = 2.05

Wiederholung: Wir hatten kennengelernt:
1. Verallgemeinerte Dimension D,

2. Verallgemeinerte Entropie K,

K, =-1limli ‘\_ ~u ;
L e P Ry 2. Pl

ig...in
Der Limes lim,_, K; = K; = K liefert die K-Entropie.

AuRerdem hatten wir 3; P{ berechnet. -

Nun berechnen wir die K-Entropie dhnlich zur Berechnung 3; P! fiir D,;:

q-1
n

N N
e e e P e R L

ig...in m=0
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2.2.4.2 Feynmansche Pfadintegraldarstellung des quantenmechanischen Propagators

In der Pfadintegraldarstellung l1asst sich der quantenmechanische Propagator schreiben als

Kam(x, £, %', ') = ‘—BC\AAZ%\;\ AT L(y,y,T)

Diese Definition enthéalt neben der Lagrangefunktion L(y, y, T) auch die Integration tiber
alle Pfade D[y (71)], die den gleichen Anfangspunkt y(t') und Endpunkt y(t) besitzen.
Dabei muss beachtet werden, dass auch die nicht klassischen Pfade enthalten sind. Der
semiklassische Propagator folgt aus der Berechnung der Feynmanschen Pfadintegrale unter
stationdrer Phasenapproximation. Die Stationaritdtsbedingung lautet dabei

t
6| dTtL(y,y,T)=0
v

und ist gerade das Hamiltonsche Variationsprinzip, d.h. v (7) beschreibt gerade die klassi-
sche Bahn.

Die Van-Vleck-Formel ist

NﬂmﬁhCﬂ.ﬁ_x\_m\ -0) = AN.ZANVZ\N M _h_miwzﬂx.k‘.:\ww‘a

SCL

Die Summe > - lauft dabei tiber alle klassischen Trajektorien mit Startpunkt x’(0) und
Endpunkt x(t). Der Koeffizient c ist gegeben durch

9°R

c = det Ixdx’

wobei die Funktion R(x, x’, t) die klassische Lagrangefunktion enthélt:
t
R(x,x',t) = % dt L(x(T),x,T)
0

Die Variable « ist die Zahl der negativen Eigenwerte der zweiten Variation von R nach x und
entspricht damit der Anzahl der Kaustiken entlang des Weges von x’(0) nach x’(t).

Die semiklassiche Greensche Funktion ergibt sich nun durch Ersetzung des quantenmechani-
schen Propagators durch sein semiklassisches Pendant.

1 (° . . )
Gsa = o b dte/MEHO K (x, 8, x7, ' = 0)

=N /2
_ (2min)™Y % At \|c|el/MRGX 0 +ED ik 2

in vCl E var.

Die Summe Y g g vor, iSt dabei so zu verstehen, dass sie tiber alle klassische Trajektorien
lauft und die Energie E dabei variabel ist. Unter der Bedingung der stationidren Phase

E=—

ot
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1.6 | DER UBERGANG VON QUASIPERIODIZITAT ZUM CHAOS

» 11 Naive Vorstellung der Attraktionsgebiete.

Eine numerische Untersuchung zeigt jedoch, dass die Attraktionsgebiete sehr kompliziert
und miteinander verwoben sind, es sind selbstahnliche Strukturen.

Die Grenzen der Attraktionsgebiete rationaler Abbildungen werden als Julia-Mengen bezeich-
net (Julia, 1918). Julia-Mengen sind normalerweise Fraktale, die Iterierten von Punkten dieser
Menge zeigen chaotisches Verhalten.

Ein weiteres Beispiel einer Julia-Menge ist
Zns1 = folzn) =22 + ¢

Ein Fixpunkt ist formal bei z = «, was die Grenze des Attraktionsgebietes ist. Dieses bildet
die Julia-Menge J. (hdngt von c ab).

. =Rand von {z | m_mwo\u_ANv — o0}

Theorem von Julia und Fatou: J. ist zusammenhdngend genau dann, wenn gilt

lim £7(0) + o x

n—o

Die Mandelbrotmenge ist definiert als

M = {c | J. ist zusammenhéangend}
= {c | lim £(0) + oo}

1.6 Der Ubergang von Quasiperiodizitit zum Chaos

Frage: Wie ist das Einsetzen von zeitlicher Turbulenz in Fliissigkeiten mit dem Auftreten
eines seltsamen Attraktors verbunden?

32 2014-12-04
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mit dem Thomas-Fermi-Term

- 1

d(E) = %% dgdpoé (E-H(p,aq)),

den Umlaufzahlen M = (M;, M>) der periodischen Bahnen auf resonanten Tori: M; : M> = w; :
w; rational, den Umlaufzeiten der periodischen Bahnen Ty, der Wirkung der periodischen
Bahnen Sy und dem Maslov-Index der periodischen Bahnen oj;. Die Funktion dg(I;) ist
hierbei definiert durch

H(I, I, = &mA?vv =E.

Wichtig ist dabei, dass in der Berry-Tabor-Formel kein vollstdndiger Satz an Quantenzahlen
Ny mit k = 1,..., N eingeht. Da die Berry-Tabor-Formel nur die semiklassische Zustandsichte
fir integrable Systeme beschreibt, bleibt die Frage nach einer semiklassischen Theorie,
welche die Zustandsdichte fiir nicht integrable (chaotische) Systeme richtig wiedergibt. -

2.2.4 Spurformel

Die Spurformel ist in der Lage eine semiklassische Zustandsdichte fiir nicht integrable
(chaotische) Systeme zu liefern. Dazu wollen wir zunéchst rein quantenmechanisch vorgehen.
Die Zustandsdichte fiir ein gebundenes Spektrum lautet

h:m,v = Mﬁ§ %Am.lm,\:v_

dabei beschreibt ¢, die Multiplizitédt, also den Entartungsgrad und E,, die Energieeigenwerte,
wobei m nur ein Abzdhlindex darstellt. Der Greensche Operator (retardiert) ist gegeben
durch
[n) (n]
Gf =) ——————
E M E—E, +i¢’

wobei das + flr retardiert steht. Der Zusammenhang zwischen quantenmechanischer Zu-
standsdichte und dem Greenschen Operator liegt in der Relation

1
d(E) = IWHEAS,QU .

BEWEIS Der Beweis hierfiir wird mit Hilfe einer kontinuierlichen Basis |x) durchgefiihrt. Der
Greensche Operator in dieser kontinuierlichen Dartsellung ergibt sich zu

(x|n) (n|x")
E—E, +1i¢

o YU ()ya(x)
\M E—E,+ie

G (x,x') =)

n
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1.6 | DER UBERGANG VON QUASIPERIODIZITAT ZUM CHAOS

1.6.3 Universelles Verhalten beim Ubergang von Quasiperiodizitit zum Chaos
Wir untersuchen den Ubergang von quasiperiodischer Bewegung auf einem Zweiertorus zu
chaotischer Bewegung anhand einer einfachen Poincaréabbildung.

1.6.3.1 Die eindimensionale Kreisabbildung

1. Schritt: Poincaréabbildung fiir die ungestorte Bewegung auf dem Zweiertorus in Polarko-
ordinaten (beachte 6 = Winkel/2m € [0, 1)).

%:i = \A®=v = AQS +Q) mod 1

mit der Windungszahl Q = w;/w;. w; und w; sind die Frequenzen auf dem

Zweiertorus.
w1 14 . . T
Q) = — = = rational: Periodische Bewegung
w? a
wy L. C
Q= 8‘_ irrational: Quasiperiodische Bewegung
2

2. Schritt: Hinzunahme einer nichtlinearen Stérung.

QSJL = \AQSV = AQ: + Q- % m:\;N.Z.QSVV mod 1

mit dem Kontrollparameter k, der die Starke der nichtlinearen Stérung bestimmt.

Motivation: Die eindimensionale Kreisabbildung beschreibt als physikalisches System einen
getriebenen Rotator fiir den Fall, dass ein konstantes Drehmoment I'Q) zu dem antreibenden
Moment addiert wird (mit I' groR).

@ +yP =kf(@) > §(t-nT)+TQ -

n=0

Bestimmte universelle Eigenschaften der Kreisabbildung sind unabhéngig von der speziellen
Form von f(0) (vergleiche Universalitdat beim Feigenbaumszenario) die Funktion f muss die
folgenden Bedingungen erfiillen:

» f(0+1) =1+ f(0) (hier ohne mod1 zu verstehen)

» Fur |k| < 1 existieren f(0) und ihr Inverses und f () ist differenzierbar (d.h. f(0) ist
ein Diffeomorphismus).

» Bei k = 1 wird f~'(0) nicht differenzierbar und fur |k| > 1 existiert kein eindeutiges
Inverses von f(0).

Zur Windungszahl: Fiir k + 0, d.h. mit Storung gilt nicht mehr einfach w = Q. Statt dessen:

w = lim FT@@% |mo_

h—oo Nl
ohne mod1

34 2014-12-11
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Der Maslov-Index (unendlich hohe Potentialwande) ist ®; = &, = 4. Stellen wir uns das
Rechteckbillard vor mit den Kantenldngen a; und a, und betrachten einen Umlauf mit
a, = const oder a, = const. Aufgrund der unendlich hohen Potentialwdnde ist an jeder Wand
ein Phasensprung von 1 notig, damit an diesen Stellen die Wellenfunktion verschwindet.
Wird beachtet, dass & = [0]/2 gilt, sowie exp(itro/4) in der Wellenfunktion auftritt, dann
folgt [0] = 2 - 4 und somit « = 4.

Die exakte Losung der Schrodingergleichung mit Randbedingungen ist
242 2 2
mnmﬁAAEV.TAEvv. n; € N.
2m a a;

o
I = Ae\:+%v. u\:ch

Hw:u:. g,\.: e N.

Fir die I's finden wir

Wir sehen, dass die semiklassische Losung mit der quantenmechanischen tibereinstimmt.
Fir die Hesse-Matrix gilt

m?w@ B m

®H 1 (a;* O
0 a3’

Somit kénnen wir k zu
4
T
k=———
(ma,a,)?
berechnen, sowie oy = 2. Die stationdre Phase ergibt

2mTM =Ttw =TVH

_ 1t (La?
m \La;*

2m -,
5 N&H ﬁ&d.zg.

4 oo I
= 2nM - = ﬂSA&ET&ENJ
2

= -HT = |ﬂ§§§§wzw

Einsetzen (mit TF-Term) ergibt

) |§Q:§N i 1 i(p Rﬂ
d Amvlgm_NW%QﬂMmmAjrv

=—i

mit ¢ = 2m(a’M;} + asM2). Wir verwenden die stationdre Phase mit d(T) = 1/T sowie
f(T) = ET + ¢/7 und erhalten

T2 = * B
&A.ﬁrmv 1

=+

Jfr(ma)l V2IeE]
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1.6 | DER UBERGANG VON QUASIPERIODIZITAT ZUM CHAOS

» Fir 0 < k < 1 haben die Q-Intervalle zusammen ein Mal

0<S=>A0w=p/qk) <Ll

p.q

» Fir k = 1 bilden die Intervalle eine vollstandige Teufelstreppe (vollstandig heikt Maly
S(w=p/q,k=1)=1). I«

Die Teufelstreppe ist eine monoton steigende Funktion auf dem Intervall [0, 1] wobei zu
jedem rationalen Funktionswert p/q eine Stufe endlicher Breite gehort. Die Stufenbreite
nimmt mit wachsendem Nenner g ab. Fiir zwei Windungszahlen w = p/q und w’ = p’/q’ hat
die groRte Stufe, die zwischen den beiden Stufen liegt, die Windungszahl (p+p’)/(q+q’). Die
Stufen der Teufelstreppe lassen sich anhand eines Farey-Baumes ordnen, d.h. alle rationalen
Zahlen werden nach aufsteigendem Nenner angeordnet, gemall der Regel, dass die groRte
rationale Zahl zwischen p/q und p’/q’ durch (p + p')/(q + q') gegeben ist.

Der Farey-Baum ordnet die Bereiche, in denen Modenkopplung auftritt, nicht nur fir die
Kreisabbildung sondern auch eine Vielzahl realer physikalischer Systeme, z.B. getriebe-
nes Pendel, Josephson-Kontakte und System mit Ladungsdichtewellen. Der Ubergang von
quasiperiodischem in chaotisches Verhalten wird durch zwei Typen von Universalitat ge-
kennzeichnet.

1.6.3.3 Lokale Universalitat

» Ubergang von quasiperiodischem zu chaotischem Verhalten bei einer speziellen Win-
dungszahl w.

» Es zeigen sich enge Parallelen zum Feigenbaum-Szenario. Wir betrachten als Beispiel
wieder die Kreisabbildung:

Oy = AS +0- % a%:?vv mod 1 = £(6,)

Um eine spezielle Windungszahl w festzuhalten, miissen zwei Parameter Q und k,
Q(k) angepasst werden.
w = lim 1 (f™(60) — 60)
n—eo N
wahlen wir als irrationale Zahl (notwendig fiir Quasiperiodizitidt) den sogenannten
Goldenen Schnitt
1

w* = mrm| 1) = 0.6180339
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Hierbei ist der letzte Term uninteressant fiir Spektren mit E > 0. Die beiden mittleren Terme
fihren zu semiklassischen Korrekturen hoherer Ordnung in #. Den ersten Term nennen wir
d® (E). Mit

1 [0.¢%

e =3l ==

folgt

&EAWVH% M mLWQEc:iSNQNV Aﬁ I8 % QNN%AM|:Ab.vavaJ:E_:JrENGVS.

My, Mo hoar/4  hoa/4

Betrachte den Term fiir M; = M, = 0, wobei wir eine zusatzliche Integration tiber ¢, und ¢,
einfligen und die unteren Integrationsgrenzen auf Null setzen. Eine Berticksichtigung der
korrekten Grenzen fiihrt wieder lediglich auf Korrekturen hoherer Ordnung in h.

2m 21 ) ©
3(2) — % _
AVE) = s @T_? c—&m_&@&&a H(I, 1))

)

4
Gesamter Phasenraum

1

= 2nh)? \Tg%gagm -H(p,q)).

Dies ist der Thomas-Fermi-Term bzw. die mittlere Zustandsdichte. Man erhilt ihn, indem
man die Summe tiber Quantenzustdnde durch Integrale tiber den Phasenraum geteilt durch
N ersetzt. Betrachten wir nun den oszillierenden Anteil mit (M; # 0 # M,). Mit

g
s TX
% e'n dt

—00

1
5(x) = 2mh

folgt

21Th3

M1 +0+M>

SAE) = - m‘@s&&;&%@:v

pI) = w @nM - I+ T(E-H))).

Mit der stationdren Phase V¢ (I) = 0 finden wir

21tM; = ;T = Tw;i(y,12), (2.5)
wobei
w. - OH
YToL

am Sattelpunkt. Damit zeigt sich

M, w1

ZN\EN
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1.6 | DER UBERGANG VON QUASIPERIODIZITAT ZUM CHAOS

(b) Die Abstande d,, von 0 = 0 zum ndchsten Element eines Zyklus, der zu w,, gehort

dn = f&51(0) — Foy

n

haben das Skalenverhalten

. -1.61803 = —(w*)? fur k| <1
n=c dy i -1.28857 fur k| =1

I
13
5
R

I

als universelle Konstante.
(c) Die periodische Funktion
u(ty) =0"(t;) —-t;, j=0,1,2,...
=0(j - wn) = f7(0)
variiert fur |k| < 1 und Q, — Q. stetig mit t. Fir |k| = 1 wird die Folge unstetig. Dies
deutet den Ubergang von Quasiperiodizitit zum Chaos an.

(d) Das Leistungsspektrum
Fpi1-1

M tAwgvaﬁJSQ
j=0

1
NUSJL

Alw) =
fir |[k| = 1 und w zeigt im Limes n — o selbstdhnliche Strukturen, d.h. die Hauptstruk-
turen zwischen zwei aufeinander folgenden Maxima sind im wesentlichen die Gleichen.

Zu (b) Ableitung der zugehorigen Funktionalgleichung. Definiere dazu
fu(x) = & f (&%) mit fM(x) = fft(x) - Fy
Beachte %mbav = p fir Windungszahl w = p/q. Das Skalenverhalten

lim - _ & mit dy = f§1(0) = Fy_y
n—o dpq

lasst sich schreiben als

lim &"d, ~ lim &"f™ (0) = lim f,(0) = const

n—oo n—oo n—oo
Analog zu Periodenverdopplung: {f, (x)} konvergiert gegen eine universelle Funktion

lim f,,(x) = f*(x) mit f*(x) Losung einer Fixpunktgleichung

n—oo

S (x) = fIne2(x) = Fpay = ff 1 [f ()] = (F + Fao1)
= fEa [ £ (x) + Fpq] = (Fu + Fa1)
= flan [ f=D(x)] = F, (beachte f(x +1) = f(x) +1)
= fOLFV (0] = fFOVLF™ (0]
Srrr(x) = & fOED (gD x)
_ %:iﬂﬂifq:_\:Qw\:ickz
= & fIE D f (602x)]

= &ful@fn1(&2x)]

wm 2014-12-18
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an. Somit erhalten wir

3Sy
20 Py =Lz,
172 5

0Ss . 12 ) . . 14
— = (L?> - —2 I? =p3 i
09 A sin? wv mit Pe ¥ i 9

) 1/2
oS _ 2ME — L 172 I
or 12

Die Wirkungsvariablen sind

1 2m
Ip = — L.dp =mh  Rotation gy =0
21t Jo

1 IM% L2 — L dg = |L| - |mlh
¥ T om sin®$
HA§+W|_§QF {=|ml| |m|+1,...,

wobei m eine ganze Zahl ist und aufgrund der Vibration gilt &g = 2 gilt. Weiter erhalten

Wwir
h Aw + Wv

L’ = T@+ 1) + MTN

IL]

Die exakte quantenmechanische Rechnung ergibt L? = £(£ + 1)h?. Zudem folgt

5 1/2
e f (- B2,

—Us + |Ipl) + k

1
A:ﬁ + mvm

mitn=n, +f+1

AS\ANLﬁWVVF n=4¥+1,4+2,...

Umschreiben der Hamiltonfunktion fithrt zur Energie (Rydbergformel)

MK? MK?
H=E = s+ 1,02~ 2nzn2 "MEN

2. Starkeffekt

3. Kreisbillard 1«4
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1.6 | DER UBERGANG VON QUASIPERIODIZITAT ZUM CHAOS

» Analyse der Zeitreihe der ©,, zeigt universelle Ziige in der Nihe des Ubergangs zum
Chaos:

» Die Teufelstreppe der Intervalle mit Modenkopplung wird durch einen Farey-Baum
angeordnet.

» Die Bereiche ohne Modenkopplung bilden ein Fraktal mit Hausdorff-Dimension
D = 0.87.

» Nichttriviales Skalenverhalten mit & = —1.289 fiir Windungszahl w* = (/5-1)/2.

Experimente mit dynamischem Verhalten der Kreisabbildung:

» Das getriebene Pendel:
0O+ y0O+sin® = Acoswt +B

und t, = nTmit T = 21T/ W
0, =0(t,) =0(nT)
» Elektrische Leitfahigkeit von Barium-Natrium-Niobat

» Das dynamische Verhalten von Herzzellen

Ausblick
I Dissipative Systeme
II Konservative Systeme
a) Ziel der klassischen Mechanik seit Newton
» Erkenntnisse tiber Naturgesetze, denen Bewegungen gehorchen
» Vorhersagen liber Bewegungsablaufe

Deterministisches Weltbild: Wir kennen die Krédfte und Zwangbedingungen zwischen
den Korpern

= Deterministische Bewegungsgleichung

= Bewegungsablauf als Losung der Differentialgleichung bei gegebenen Anfangsbe-
dingungen. ,Nur“ ein technisches Problem? Nein.

Es gibt deterministisches Chaos auch in konservativen Systemen. Der Unterschied
zwischen dissipativen und klassischen Hamiltonsches Systemen ist, dass bei Hamil-
tonschen Systemen das Phasenraumvolumen erhalten bleibt (Satz von Liouville).

b) Quantensysteme

» ,Alte” Quantenmechanik: Diskrete Energieniveaus durch Quantisierung klassi-
scher Bahnen (Bohr-Sommerfeld Quantisierungsregel):

%E.%\n:m_ n=12,3,...

Erfolge: Rydbergserien des Wasserstoffatoms (Bohrsches Atommodell)

Versagen: Schon fiir den Grundzustand des He-Atoms (Dreikérperproblem)

40 2015-01-08
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2

» 25 Reflexion an einer (a) Potentialwand und (b) in der Nihe einer Potentialwand.

Mit den einzelnen Eintragen

Sp)=S@@)-p-4q,

- 0°S e
wAEVHwSV.AQQAng ,
i0q;
oS _
2 = Pi
va
Oy = 0g — SEN .
P q— S8 A@Q,\,

Anmerkung zu B(q): Erfiillt Kontinuitatsgleichung:

B(q) = ly(@)? =e(q),

_ _r
Viev) =0, v= m’
Qm = . = — .
a - v-Vop=—-90V-v.
Die Losung ist
_ J (0, wo)
e(q) = misov‘iﬁea_
_ 0q(t, wy)
It o) = [aer (A5 )]

Hierbei beschreibt t die Zeit der Bewegung entlang der Bahn und wo N — 1 Koordinaten,
welche die Anfangsflache einer Lagrangschen Mannigfaltigkeit definieren (d.h. die Mannigfal-
tigkeit senkrecht zur Bahn). -

Wie in Abbildung 25 (a) gilt fiir die Reflexion an einer Potantialwand (Reflexion wie im
Eindimensionalem)

%a _

ot 0.

wobei dann die Determinante in J verschwindet,woraus die Divergenz von B(q) folgt.

2015-05-07
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» 24 Unabhidngigen Kurven C; und C; auf einem Torus.

mit
S(p)=S@ -pa, Bp) = __WAAM:* y Op =0, —sign AM‘MV
dp
dg

Somit betrachten wir die Wellenfunktion als Funktion der Phasenraumpunkte x der klassi-
schen Kurven C. Im Falle eines Torus sind diese in Abbildung 24 dargestellt. Zusammensetzen
der semiklassischen Wellenfunktion einer klassischen Kurve C erfolgt gemaRg:

1. Yu(x) = @(q,R) auf dem g-Zweig
2. Pp(x) = P(p,R) auf dem p-Zweig
3. ¢, ¢ transformieren gemal ()

4. Die geschlossenen Kurven g, (x) und ¢, (x) miissen eindeutig sein und liefern die
globale Wellenfunktion. Daraus erhalten wir die Quantisierungsbedingung.

[Sq]
ﬂ& - HQLM =2mn

Definiere die Funktion

j= el _ (X - n=0,1,2,.

[S,] A Qv h 0 Rotation
, & ,
T 4 2 Vibration (Libration)

was gerade der Torusquantisierung entspricht.

2.2.2.2 Verallgemeinerung auf mehrdimensionale integrable Systeme

Wir verwenden den Ansatz
Y(q) = A(q)eS @/,
Dieser fuhrt auf die Hamilton-Jacobi-Differentialgleichung fiir 7 — 0

H(q,V4S)—-E=0, p=V,5q).
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2.1 | KLASSISCHES CHAOS

Frage: Wie finden wir die ,richtigen“ (zyklischen) Variablen?

Diese findet man mittels einer kanonischen Transformation (p,q) — (P,Q) lber eine
erzeugende Funktion, z.B. F, = S(q, P, t).

_ oS
pi= o
0S
Dﬁ.lm‘ﬁ
0
H(P,Q,t) =H(p,q,t) + Ems_wb
—_—

= —E fir H zeitunabh.
Ein geeignetes S[H = H(P); P;(t) = const; Q;(t) = w;t + ;] ist Lésung der Hamilton-Jacobi-
Gleichung
oS oS
H{s—,qt)+5-=0
Amﬁ 1 v

welche eine partielle Differentialgleichung ist. Die Hamiltonfunktion heil8t integrabel, falls
eine globale Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung existiert.

Problem: Die Existenz einer globalen Losung ist nicht gesichert.

Eine Unterklasse der integrablen Systeme sind die separablen Systeme. H heilt separabel in
den Koordinaten g;, wenn die Hamilton-Jacobi-Gleichungen mit dem Separationsansatz

S => S a,...,0n)

in N gewohnliche Differentialgleichungen
oS
Hi| 3—.qi| =
Ag_, &v )

zerfallen, was N Erhaltungsgroflen (Integrale der Bewegung) entspricht. Fiir die Umlauffre-
quenz w; auf dem Torus gilt im Allgemeinen

w; = 2
‘ wo:

2.1.1 Wirkungs- und Winkelvariablen

Die Wahl der «; ist nicht eindeutig, ebenso J; = J;(x) bzw. «; = «;(J). Als physikalisch
sinnvoll erweist sich die Umlauffrequenz auf dem Torus

OH _
o

Die Erzeugende fiir die kanonische Transformation ist gegeben durch

w;i

S(q,J) =S(q,a(]))
H(at) -~ H(J)

h—vh—v 2015-01-08
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» 22 Phasenportrait eines Oszillators mit den Punkten A und B der g-Umkehr und den Punkten C
und D der p-Umkehr.

Eine Losung S(gq) kann nur bis zu den Stellen bei A und B verwendet werden (siehe Abbil-
dung 22), an denen Singulartitaten/Kaustiken auftreten. Die kanonische Transformation vom
Ortsraum in den Impulsraum ist definiert tiber

S(p) =S(a) - pa, au|m\w

Qm
IA|@EV -E=0.
Diese so transformierte Losung S(p) ist singulér bei C und D. Somit starten wir im Zweig
ADB und verfolgen S(q) bis kurz vor C und wechseln dann in den Impulsraum. AnschlieRend

verfolgen wir S(p) iiber C hinaus und wechseln dann in den Ortsraum zuriick. Dieses Spiel
wiederholen wir fiir einen ganzen Umlauf.

Maslov-Index

dg -1 <9

+1 59
&mbﬂatv = da
dq

Fur die Maslov-Index-Funktion gilt
» 0,(x) ist eine ganze Zahl auf jedem g-Zweig.
» 0, (x) ist eine ganze Zahl auf jedem p-Zweig.
» 0p(x) = 0y(x) —sign AM\MV.
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2.1 | KLASSISCHES CHAOS

46

2. Zentralkraftproblem V(r) = V(r = |r|): In Kugelkoordinaten (v, 3, @)

H‘uw ww
H-= 2 _ -E
2m AF T T yisinfe) v
oS _ 0§ _ oS

Ewlme\_ ﬂumlmw_ ﬁ@lme

Mit dem Separationsansatz S = S,(v) + Ss(3) + Sy (@) lautet die Hamilton-Jacobi-

Gleichung:
1 ((8S\° 1 [(as\° 1 [3S\?
— =) + 5= + = +V(r)=E
N§AMA?\V 72 :mwv wENwAmQV ﬁ g
—
xp=Lz=const
Qw HhMHmc:ﬁ
c?HMMQﬁﬁ
mrm.ﬂ B Wirkungsvariable _ 1 % _ 1 2m _
3 =1L, = &elm: hwaelmﬁ . L.dp =1L,
m.m.m L2 1 L2
— = . [L? - z H‘% L2 — z =L—-L
09 sin® 9 - o= on sin® 9 do ‘
oSy, L2

2
=,/2mE - = -V (r) = bn%% m§m|h\,|§3%\
or re 21T r2

Beim Keplerproblem haben wir ein Zentralpotential gegeben durch

k E<
V) === 5 0= =+ ) + k2

In Wirkungs-Winkel-Variablen erhdlt man

mk?

H=E=-——+——"——
NA.N.\ +,Nw +.N€vw

Frequenzen:
oH mk?

@,\:ﬁwb& B A.Nﬁ + ,Nw + .\oovw
Dies entspricht einer Entartung der w und hingt mit den Symmetrien zusammen. Wir
erhalten also geschlossene Bahnen, hier die bekannten Keplerellipsen.

Wy = Wy = Wy =

H=H(J,,Js +Jp) = ws =w, O(3)-Symmetrie
—
L=|L|
Im Allgemeinen ist w, # wg. Das Keplerproblem besitzt eine hohere Symmetrie
(O (4)-Symmetrie) als fir ein Zentralkraftproblem zu erwarten ware.

Separation in verschiedenen Koordinatensystemen (nicht nur Kugelkoordinaten mog-
lich), z.B. Kugelkoordinaten, parabolische Koordinaten (vier Systeme im Ortsraum,
sechs Systeme im Impulsraum).

2015-01-08
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» 21 Das Problem ist die Anpassung der Wellenfunktion. Die Losung liegt in der Linearisierung
des Potential an den Umkehrpunkten, z.B. x = a.

Im klassisch erlaubten Bereich x > 0 ergibt sich
Y(x) ~ A(x) cos ﬁW@XEN _ o;

IM Vergleich mit der Airy-Funktion finden wir

Wix) = nﬁﬁ\ Amﬁ%ov:wxg

Dies liefert im Limes x — —o die asymptotische Losung

! 2 \2mF
€ cos ﬁwbxw\w q;

W =1 3 n 4

—x)17/4
Folglich muss « = 11/4 sein. Innerhalb von den Umkehrpunkten b < x < a (klassische Zone)
miissen die Wellenfunktionen aufgrund der Eindeutigkeit tibereinstimmen (vgl. Anschluss-
und Stetigkeitsbedingung)

o3 [ )

1 1 (" T
~ COS Awb EQX|MV

= W%s dx - T =
NwE 2

2

a 1
% pdx = th A:.f\v , 0,1,2,3,...
b

Dies ist die WKB-Quantisierungsbedingung fiir gebundene Zustande.
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2.1 | KLASSISCHES CHAOS

B = Be,

» 13 Wasserstoffatom im Magnetfeld

Die 0,-Bewegung ist periodisch mit der Periode T; = 277/ w;. Betrachte (J,, 6,) zu den Zeiten
t, = nT; (Stroboskopische Abbildung).

Fiir beliebige Systeme ohne Kenntnis von Wirkungs-Winkel-Variablen wahlen wir eine Schnitt-
ebene X (PSOS, Poincaré surface of section) im Phasenraum.

» Reguldre (integrable) Dynamik: PSOS zeigt (defomierte) Tori.

» Irregulére (chaotische) Dynamik: Eine Trajektorie fiillt ein flichenhaftes Gebiet im PSOS
aus (d.h. weniger als N = 2 Erhaltungsgroffen bzw. Integrale der Bewegung).

»| Beispiel Hénon-Heiles-Problem:

1 1 1
Inm€m+mwv+MC«N+u\Nv+wa\|wu\wnm I«
2D EmecE.mmme Oszillator Novm_csm

Allgemein ist die Dimension des PSOS 2N — 2.

2.1.3 Das Wasserstoffatom im Magnetfeld

Klassisch gesehen bewegt sich das Elektron unter dem Einfluss von zwei Kraften, der
Coulomb-Kraft und der Lorentz-Kraft (geschwindigkeitsabhdngig):

kr
=
F, = -ewXB

Fc =

Die Hamilton-Jacobi-Gleichung ist nicht separabel in keinem Koordinatensystem. Das System
ist ein Prototyp eines realen physikalischen (Quanten-)Systems mit klassischem Chaos.

Aus der Elektrodynamik ist bekannt:
B=V XA

mit dem Vektorpotential in symmetrischer Eichung

bnwwx1

48 2015-01-15
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Bifurkationstyp

Sattel-Knoten-Bifurkation

Periodenverdopplung

»Touch and go“-Bifurkation

,Five island chain“- bzw. ,m island chain“-Bifurkation

[\

w
U1 N =

» 1 Einige Bifurkationstypen

und daher Entartung bei € = 0. Eine Berticksichtigung der nidchst hoheren Terme liefert, z.B.

EN:TM&N.T&”W
EN:TM&N.T&*

Die Zahl der Fixpunkte dndert sich beim Nulldurchgang unseres Kontrollparameters ¢.
Dies bezeichnet man als Bifurkationen. Damit bezeichnet man die Entstehung oder das
Verschwinden periodischer Bahnen. Die Fixpunkte entstehen und verschwinden immer
paarweise. Diese Bifurkationen konnen in der Normalformtheorie (N = 2, Bahnen ohne
besondere Symmetrien) klassifiziert werden.

»| Beispiel Als Beispiel dient wieder einmal das Wasserstoffatom im Magnetfeld. Bei der
Bifurkationsenergie von E, = —0.011 544 916 existiert eine Sattel-Knoten-Bifurkation. Dies
entspricht m = 1. 1<

Fir eine Trajektorienschar in der Ndhe der Bifurkation lassen sich die folgenden Fille
unterscheiden.

1. Sattel-Knoten-Bifurkation — Fold-Katastrophe

2. Periodenverdopplung — Cusp-Katastrophe

3. Four-island-chain ~ Butterfly-Katastrophe

Eine systematische Untersuchung und Klassifikation der geometrischen Strukturen nennt
man Katastrophentheorie. (Thoms Klassifikation der elementaren Katastrophen). Drei der
sieben elementaren Katastrophen sind Fold, Cusp und Butterfly neben swallow tail, ellip-
tic/hyperbolic und parabolic umbilic.

2.2 Semiklassische Theorien

Wir beschaftigen uns zunachst mit der WKB-Quantisierung eindimensionaler Systeme, da-
nach mit der semiklassichen Quantisierung mehrdimensionaler separabler bzw. integrabler
Systeme.
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2.1 | KLASSISCHES CHAOS

Frage: Wie lassen sich die bei schwachen nicht-integrablen Stérungen existierenden reguldren
Strukturen im PSOS erkldaren? Dies fiihrt uns auf die klassische Stérungstheorie fir das
Wasserstoffatom im Magnetfeld (L, = 0).

E = Ey + E; mit Ey < 0, E; klein (Storung)

H= WQM +p3) —Eo(u? +v?) —Er(u® +v?) + w VAt + v =2

- - J

e

%
Hy €Hy

1. Lose die Hamilton-Jacobi-Gleichung fiir das ungestorte System Hy = 2:

0 v
Pu= %\w , Py = m%,\ , Separationsansatz S =S,(u) +S,(v), w=+-2E
Damit
2 2
W @ 2. 2 W A@.M/\v 2,2
5 Amtv NG v +w v ) =2
o ’ o
0
%\w =420y — w?p?
Wirkungsvariable:
Ji= F%:NQ —w?p2dyu = L ﬁaﬁ V2o — w2pzdu = Ll
'Toom H T Jiin H w
Xy
Jo=—
w
Winkelvariable:
0
%\w =.2w]; — w?u?
0, = 95 |%+at|mgmgﬂ Btv
VTR NGy NI T V2
Damit
U =+/2J1/w sin 0, Pu =+2J1w cos 6,
v =4/2]>/w sin 0> Py = +/2J2w cos 6,
Hy = w(Ji +J2)
Frequenzentartung:
0Hy, O0H,
— == =W
o1 0Jx
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Fir periodische Bahnen ist der Liapunov-Exponent berechenbar aus nur einem Umlauf (t = T),
denn es gilt

I - lim In | M(0, t)
(oo t
. In|[|M(©O,nT)||
=lim ————
n—oo nT
i In [|M(0, T)" ||
=lim ———
n—oo nT
_ In ||M(0, T)|
B nT ’

Periodische Bahnen

Periodische Bahnen sind Fixpunkte in der Poincaré-Abbildung. In Systemen mit N = 2
Freiheitsgraden betrachtet man lokale Koordinaten, z.B. (), p,) in der Umgebung eines
Fixpunktes, d.h. (y, p,) = (0,0) ist Fixpunkt der Abbildung.

Yner) _ (M M2 Yn
Pyun My M | \Pyy)
_

M

Diese Map ist flichenerhaltend und die Matrix M € R@N-2*@N=2) heiRt Monodromiematrix
und ist symplektisch.

»| Beispiel Als Beispiel fiir die Stabilititsmatrix dient das Wasserstoffatom im Magnetfeld.
Der Hamiltonoperator ist gegeben durch

H= ng +p3) —EWr+v?) + w:fk:% +v3) =2,

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich in der symplektischen Formulierung aus

. oH
Y=V, pu,pv), u\nm$.

Die Stabilitatsmatrix lasst sich mittels

d 0°H
muﬁ = mguﬁ , M(0) = Tyuy -
berechnen. Da M symplektisch ist treten die Eigenwerte in Paaren (A;,1/A;) auf. 1«4

Bifurkationen periodischer Bahnen, Normalform- und Katastrophentheorie

Betrachten wir die Linearisierung der Poincaré-Abbildung in der Umgebung der Fixpunkte. Die
Fixpunkte entsprechen gerade den periodischen Bahnen. Fiir N = 2 Freiheitsgrade erhalten

wir dann
An+1 | _ (M1 Maz | (dn
Pn+1 mp My Pn
—_—

M
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2.1 | KLASSISCHES CHAOS

Benutze: p,v? = 4 + 2Eu® — p2 (aus H = 2)

5(pj — 2Eou?) (4 — pj; + 2Eu?) = const

Interpretation der Dynamik im ,fast-integrablen® Bereich: Sekularbewegung der Kep-
lerellipsen: ,langsame* tmio&mnwm Bewegung von Drehimpuls L = # X p und Runge-
Lenz-Vektor A =p XL —

_1

2.1.4 Klassische Storungstheorie fiir Hamiltonsche Systeme mit N
Freiheitsgraden

Sei H(J,0) = Ho(J) + €H:(J,0) mit (J,0) € R?N die Wirkungs-Winkel-Variablen eines
integrablen Systems H, und £H; eine kleine Stérung (¢ klein).

Ziel: Wir suchen neue Wirkungs-Winkel-Variablen (f, ), sodass (bis auf Terme der Ordnung
£2) die neue Hamiltonfunktion nur von den neuen Wirkungs-Variablen abhéngt: H(J, 0) —
H(J) + 0(&2).

Fourierentwicklung der Stérung:

N
Hi(J,0) = > Him(D)e™?, mitmez¥,m-0= 7 m;0

m=+0 i=1

Ansatz fir Erzeugende einer kanonischen Transformation:

S(j,0) =J mIMmsC )elm 0 4+ 0(g?)

Damit:
J= M‘M =J+ie> mSu(N)e™? + 0(&?)

Die neue Hamiltonfunktion lautet damit:

H(J)=HJJ,0),0(,0))
0H,

=Hy(J) + ﬂ

J-h+ % LeH, (J,0) + 0(¢2)
J
-
=Ho(J) +ie > (m - @(J)Sm(N)e™ O + & > Hym())e™? + O(£?)

m=0

Die Bedingung, damit H unabhéngig von @ ist, fithrt auf

EH §A,~v

——— firm=0 (So(J) =0)

Sm A.Nv =1
somit

S(J,0)=J-0+ic > HimD)_imo

m=o M EA..:

ist die gesuchte Erzeugende fir die kanonische Transformation.

H(J,0) = Ho(J) + eH,(J,0) — H(J) + O(&%)

u1
N
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Die Trajektorie y(t) erhalten wir aus den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen.

y(0 =32 mit muﬁ_ &.

Die symplektische Matrix J hat die Eigenschaften ! = —J = J7 und J? =

Aus der Hamiltonschen Dynamik und dem Satz von Liouville folgt, dass M(0, t) eine sym-
plektische Matrix ist.

Einschub zur symplektischen Gruppe: Die reelle symplektische Gruppe SP,y (R) ist die Menge

der Matrizen M mit
MTIM =7.

Aus dieser Gleichung ergeben sich einige Eigenschaften:
1. Sei A Eigenwert von M, dann ist auch 1/A Eigenwert. Beweis:
Mx = Ax
= MTy =Ay
= M)y = Wu\

1
= M3y = Y

1
= —IMIy =¥
1
= M(@y) =5 (3y)
damit ist 1/A Eigenwert von M mit Eigenvektor Jy.

2. Es gilt det M = +1. Beweis:

MM =9, detd=1
= detMT = detM
= detM = +1

Aus der vorigen Eigenschaft folgt, dass

N 1
%%uﬂ?_.ﬂui.
i=1 L

3. Fir das charakteristische Polynom gilt
X(A) = det(M = A1) = > anA"

mit den Koeffizienten a,y = a¢ = 1. Fir alle anderen Koeffizienten gilt die Beziehung
a, = axy_n. Beweis: Betrachte das Polynom

2N

XA) =ANX(1/A) = D aon-pnA".

n=0
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2.1 | KLASSISCHES CHAOS

BEWEISSKIZZE Setze

_ _ _ 0H, _ 9%*Hy
Nul.N .No. &l%. w = m.ﬁ. :Clwr\mm.:
Entwicklung der ungestorten Hamiltonfunktion in der Umgebung von J, (Storungstheorie in
der lokalen Umgebung des Torus mit Wirkungsvariable J, und Frequenzen w):

LN
Hy=Hoy(Jy) +tw-p + = M hijpip; + O(p3)
,IM.\lL 2 i1

Frage: Gibt es kanonische Transformationen (g, p) — (Q, P), sodass das gestorte System

1 N N
H=n+w-p+ > > hijpip; + €1 A@) + > Be(@)pe [ +O (P, ep?,..0) (2.1)
i,j=1 £=1
m&%ﬁ-@
in der Form
2 2 : oH
EHEAMV+8.~U+®€.M_M~3UDH%HSUDASHSH (2.2)

geschrieben werden kann. Wir sehen, dass H mit denselben Frequenzen w wie in H, erscheint
und M (&) einer von ¢ nicht aber (Q, P) abhdngigen Konstanten.

Ansatz fur kanonische Transformation:
F(q,P)=q-P+&e{P-Y(q) +&-q9+X(q)}
Damit gilt
Qi =q: +¢€Yi(q),

Y,
mN+

m&a mu

pi=P +¢ MS ?&

Einsetzen von p in (2.1) fiihrt auf
H=w-P+n+e¢ bSV+M8% Amfr mxv
7 oar

«

vgl. G.Mﬁ M(g)

w%§
+m~uw +S +: + +®ww_mN.
M \QSV M 3 M ? Am» m&»v A V

)

vgl. Aw.wv” 0

Also besitzt das gestorte System H einen Torus mit den selben Frequenzen w wie das
ungestorte System H,, wenn

0qy £

0X Yy
By(q)+ > h + > hpgp=—+ ) Wr=—
0(q W ok &k W "3 > 3
[ —
Zy(q)

A@ +S w; Am?m\xv _g-ME R
s

Il
(=)
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» 16 Tori mit rationalen Frequenzverhaltnissen zerfallen in immer kleinere Tori; das Muster der
neu erzeugten elliptischen und hyperbolischen Fixpunkte zeigt Selbstihnlichkeit.

S\:
A
J . §<,_
N\ 'd
Y
» 17 W; ist eine stabile, I, eine instabile Mannigfaltigkeit, die sich in einem hyperbolischen Fix-

punkt schneiden.

Instabilitit: Die Bahnen hingen sensitiv von der Anfangsbedingung ab. Aus der Existenz eines
homoklinen Punktes folgt, dass es unendlich viele gibt (siehe Abbildung 18). Ahnlich werden
die Schnittpunkte zwischen den stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten benachbarter
Resonanzen als heterokline Punkte benannt, d.h. die sich schneidenden Mannigfaltigkeiten
entstammen aus unterschiedlichen Fixpunkten.

Wir haben bisher den Weg ins Chaos iiber ein integrables System mit einer Storung betrachtet.
Flir eine kleine Storung gilt das KAM-Theorem. Nach diesem tiberleben fast alle Tori, bis
auf die Nullmenge der resonanten Tori. Bei Zunahme der Stérung verletzen mehr und
mehr Tori die Bedingung der genligenden Irrationalitdt und der Anteil der Resonanzliicken
wachst. Nach dem Poincaré-Birkhoff-Theorem zeigt der PSOS eine gerade Zahl von Fixpunkten
(elliptisch, hyperbolisch) in den Resonanzliicken (N = 2). Der Phasenraum, bzw. der PSOS
bekommt eine fraktale Struktur. Siehe hierzu Abbildung 16. Nimmt die Stérung noch weiter
zu, entstehen stochastische Gebiete in der Umgebung hyperbolischer Fixpunkte. Die stabilen
und instabilen Mannigfaltigkeiten W und W,, schneiden sich unendlich oft in den homoklinen
oder heteroklinen Punkten. Bei noch weiterer Zunahme der Stérung 16sen sich immer mehr
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2.1 | KLASSISCHES CHAOS

Fir beliebiges w und K existiert eine rationale Approximation von m, sodass die Ungleichung
verletzt wird. Alle w liegen dann in Resonanzliicken tiber die das KAM-Theorem keine
Aussage macht.

o > 0: Im Limes K — 0 (¢ — 0) erfiillen alle irrationalen Tori die Bedingung (B3) (sind
gentligend irrational), aber mit zunehmendem o steigen die Anforderungen an die Glattheit
der Stérung (B2), damit der Torus tberlebt.

Zum Wasserstoff-Atom und Hénon-Heiles-System: Die Bedingung (B1) ist nicht erfiillt! Die
PSOS zeigen aber trotzdem KAM Tori bei kleinen Stoérungen. -

Schlussbemerkung zum KAM-Theorem: » Zu jedem irrationalen Torus gibt es ein endli-
ches € > 0, so dass der Torus die Stérung ¢H; tiberlebt.

» Bei Zunahme der Stérung (¢ und K wachsen) erhalten wir mehr und mehr Tori die (B3)
verletzen und in Resonanzliicken liegen.

» Das KAM-Theorem macht keine Aussage liber das Schicksal der Tori in den Resonanz-
liicken (Umgebungen der rationalen Tori).

» Flr Systeme mit N = 2 Freiheitsgraden bleibt die Bewegung zwischen zwei KAM-Tori
auf dieses Phasenraumgebiet beschrankt. Es gibt kein ,Entkommen*.

KAM-Torus

Dies gilt nicht fiir N > 3. Man spricht dann von Arnold-Diffusion. -

2.1.5 Das Schicksal der resonanten Tori

Sei P die Poincaré-Abbildung
i1 =0; + Nﬁ@_
w3
Vi1 =7,
auf die Schnittebene (SOS) eines integrablen Hamiltonschen Systems mit zwei Freiheitsgraden
(N = 2). Betrachte die rationale invariante Kurve K, aus periodischen Punkten mit Periode n.

Die Abbildung T = P™ lasst jeden Punkt auf K, unbewegt, d.h. P"(K,) = K. Jeder Punkt von
Ky ist somit ein Fixpunkt. Fiir ein gestortes System mit Storung €H; gilt

Hy - H=H, + ¢H,,
T =P™ — T, (Abbildung des gestorten Systems).
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» 14 n-te Iteration der Poincare-Abbildungen fiir Kreise mit verschiedenen Radien und somit un-
terschiedlichen Windungszahlen (ungestortes System).

Poincaré-Birkhoff-Theorem Die Abbildung T. des gestorten Systems H = Hy + €¢H; hat
eine gerade Anzahl von Fixpunkten. Die eine Hdilfte sind elliptische und die andere Hdilfte
hyperbolische Fixpunkte. X

BEWEIS Wir nehmen an, dass die Hamiltonfunktion in den Wirkungs-Winkel-Variablen aus-
gedriickt werden kann, wobei der ungestorte Anteil Hy(J) nur noch von den Wirkungsva-
riablen J abhdngt. Die Dynamik der Punkte auf K, wird durch eine rationale Windungszahl
w = p/q beschrieben. Sei die Windungszahl eine glatte Funktion von den J (Radien der
Tori), so existieren nach dem KAM-Theorem zwei invariante Kurven K, und K_, mit irra-
tionaler Windungszahl, die dicht um K, liegen und K, einschlieRen. Dabei rotiert die n-te
Poincaré-Abbildung P" (K. ) die Punkte im, bzw. gegen den Uhrzeigersinn, wahrend im Fall
Ky (rationale Windungszahl) immer eine ganze Zahl n gefunden werden kann, sodass ein
n Zyklus existiert, fiir den gilt P"(Ky) = Ky, siehe hierzu Abbildung 14. Fiir K, werden die
Punkt im Uhrzeigersinn gedreht, fiir K_ gegen den Uhrzeigersinn. Betrachte einen Punkt 0
im Inneren und einen von dort ausgehenden Strahl R. Die Schnittpunkte P. mit der Kurve
K. wird im/gegen den Uhrzeigersinn gedreht. Da die Abbildung stetig ist muss es einen
Punkt Py, zwischen P_ und P, geben, der nicht rotiert, sondern nur entlang des Strahls R
verschoben wird.

Betrachten wir nun das gestorte System, so iiberleben nach dem KAM-Theorem K. aufgrund
ihrer irrationalen Windungszahl, werden jedoch leicht deformiert. Im Gegensatz dazu wird
Ky bereits bei kleinen Stoérungen zerstort.

Annahme: Die Abbildung T ist nicht entartet. Dann ist die Rotationsgeschwindigkeit eine
monotone Funktion auf dem Strahl R. Also gibt es fir jede Richtung von R nur einen Punkt P,
der nicht rotiert wird. Die Menge aller dieser Punkte P, ist die Kurve K (K ist nicht invariant
unter T, aber die Punkte werden nicht rotiert sondern nur entlang R verschoben). Da ein
Hamiltonsches System den Satz von Liouville erfiillt (auch bei Stérungen), gilt Flachentreue
fir T.. Die Kurven K und deren Bild T, (K) miissen sich somit kreuzen. T, (K) ist geschlossen
und es folgt, dass es eine gerade Anzahl von Schnittpunkten K N T, (K) geben muss (Jeder
Flachengewinn muss ausgeglichen werden). Diese sind Fixpunkte der Abbildung T; (keine
Rotation und keine Verschiebung entlang R). Siehe hierzu die Kurve T, in Abbildung 15.
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